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Vorwort
Die vorliegende Arbeit entstand berwiegend whrend meiner Ttigkeit als Ab
teilungsleiter des Forschungsbereichs Material	u
 am Institut fr Frdertechnik
und Logistiksysteme der Universitt Karlsruhe IFL
Unter der Institutsleitung von Prof DrIng Dr hc D Arnold liegt ein Schwer
punkt der Forschungsarbeit am IFL auf der Anwendung bedientheoretischer Mo
delle fr Fragestellungen aus der Material	u
planung Diese Forschungsarbeit
und der sptere Transfer der dabei erzielten Forschungsergebnisse in die industri
elle Praxis haben gezeigt da
 mit Hilfe stochastischer bedientheoretischer Model
le viele Phnomene im industriellen Material	u
 analysiert und erklrt werden
knnen
Es hat sich jedoch auch gezeigt da
 viele potentielle Anwender nicht ber Ver
stndnis und Grundkenntnisse verfgen um stochastische und insbesondere be
dientheoretische Modelle anwenden zu knnen Gelingt es die Verbindung zwi
schen mathematischen Modellen und deren Anwendung in der Material	u
lehre
herzustellen so ist das Interesse bei Praktikern und Studenten gleicherma
en
hoch Die weitere Auseinandersetzung mit bedientheoretischen Modellen fhrt
zu einem wesentlich verbesserten Systemverstndnis fr stochastische Modelle
Deshalb wird seit dem Wintersemester  eine Wahlveranstaltung Ana
lytische Methoden in der Material	u
planung im Rahmen des Vorlesungsange
botes des Institutes fr Frdertechnik und Logistiksysteme der Universitt Karls
ruhe fr Hrer aus den Fakultten Maschinenbau und Wirtschaftsingenierwesen
angeboten
Der stetig zunehmende Zahl der Hrer dieser Vorlesung und Professor Arnold
haben mich ermutigt den Inhalt der Vorlesung lehrbuchartig in der vorliegenden
Form aufzubereiten Ziel ist eine Darstellung der wesentlichen Grundlagen von
bedientheoretischen Modellen die fr die Material	u
lehre relevant sind Damit
soll fr den Leser ein Einstieg in die weiterfhrende bedientheoretische Literatur
und ein grundstzliches Verstndis bedientheoretischer Eekte mglich werden
Karlsruhe im Winter  Kai Furmans
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 Einfhrung
Die ersten bedientheoretische Modelle wurden Anfangs des zwanzigsten Jahr
hunderts durch den dnischen Ingenieur Erlang entwickelt um die Zahl der in
einer Vermittlungsstelle zu installierenden Telefonleitungen festzulegen Ausge
hend von der Beobachtung da
 eine Dimensionierung der Leitungen alleine auf
der Basis der mittleren Zahl gleichzeitiger Gesprche nicht ausreichend ist wurde
durch ihn eine Methode entwickelt die es erlaubt die stochastischen Schwankun
gen des Gesprchsaufkommens zu erfassen und die Auswirkungen der Investiti
onsentscheidungen Anzahl Leitungen auf die Wartezeit der Kunden und damit
den Kundenservice abzubilden
Die Anwendung bedientheoretische Methoden blieb lange auf das Gebiet der Te
lekommunikation begrenzt die Einsatzmglichkeit bei der Planung von Material
	u
systemen wurde in Deutschland erst Mitte der siebziger Jahre durch Gudehus
erkannt Durch zunehmende Ansprchen der Kunden in Bezug auf Reaktionsf
higkeit und Variantenvielfalt auch im Bereich der industriellen Produktion und
Distribution spielen externe stochastische Ein	sse eine gr
ere Rolle als je zu
vor Die Beantwortung der Frage wie schnell nach Auftragserteilung erhalte ich
meine Ware wird in Zukunft huger erfolgen mssen Gleichzeitig wird die Be
herrschung interner stochastischer Ein	sse zB Ausfallsverhalten von Anlagen
durch die engere Vernetzung der Proze
kette in der Produktion und Distribution
immer wichtiger
Vor diesem Hintergrund ist der Umgang mit stochastischen Modellen auch fr
Ingenieursttigkeiten im Bereich Material	u
 immer wichtiger Die in den letzten
zwanzig Jahren weiterentwickelten bedientheoretischer Methoden knnen fr den
Planungsingenieur im Material	u
bereich ein Werkzeug zur Beantwortung von
Fragen in Bezug auf die Leistungsfhigkeit der durch ihn geplanten Systeme wer
den Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit die wichtigsten Basismethoden
und Modelle vorgestellt und die Anwendung dieser Modelle auf Fragestellun
gen aus dem Material	u
bereich erlutert um damit die Grundlage fr einen
erweiterbaren Werkzeugkasten stochastischer Modelle zu legen

 Einfhrung
   Die Rolle bedientheoretischer Modelle in
der Materialuplanung
Die Produktion der Vertrieb und die Entsorgung von Gtern geschieht durch
die Verknpfung unterschiedlichster Ttigkeiten zu einem Gesamtproze
 Sofern
diese Schritte an mehr als einem Ort durchgefhrt werden erfordert die Ver
kettung der an den Gtern durchzufhrenden Ttigkeiten wie zB Bearbeiten
Montieren Lagern und Prfen die Bereitstellung und den Betrieb von Material
	u
systemen
Die Aufgabe der Material	u
systeme ist die Verknpfung der rumlich getrennten
Orte an denen oben genannte Ttigkeiten durchgefhrt werden und ntigenfalls
die berbrckung der Zeitlcke zwischen Beendigung einer Ttigkeit und Beginn
der nachfolgenden Aktivitt am gleichen Objekt
Werden alle Ttigkeiten zu einer Zeit an einem Ort und von einer Person oder
Einrichtung durchgefhrt so ist das zugehrige Material	u
system einfach
Mit zunehmender Spezialisierung von Unternehmen oder Unternehmensteilen auf
einzelne Schritte insbesondere des Produktionsprozesses wchst die Komplexitt
des notwendigen Material	u
systems und damit auch die Bedeutung des Mate
rial	u
systems fr den eziente Ablauf des Gesamtprozesses Eine notwendige
Voraussetzung fr einen wirtschaftlichen Betrieb von Material	u
systemen ist
eine aufgabengerechte Gestaltung des Material	u
systems
Ein aufgabengerecht gestaltetes Material	u
system kann durch eine fundierte
Planung des Systemes erreicht werden Ausgehend von einer quantitativen zB
Kosten Durchlaufzeiten Durchsatz Verfgbarkeit der Betriebsmittel und quali
tativen Zielsetzung Flexibilitt hinsichtlich Produtktvarianten Standardisierung
von Verfahren etc werden in der Material	u
planung mehreren Planungsstufen
in zunehmender Konkretisierung Alternativen entwickelt die eine bestmgliche
Erreichung dieser Ziele versprechen
Zur Erzielung guter Planungsergebnisse ist eine frhzeitige Fokussierung auf ei
ne Lsungsalternative zu vermeiden Da der Planungsaufwand und damit die
Planungskosten mit zunehmendem Detaillierungsgrad ansteigen ist es jedoch im
allgemeinen nicht konomisch alle Alternativen bis zur Stufe der Detailplanung
auszuarbeiten Aus diesem Grund sind nach den vorgelagerten Planungsstufen
zB Grobplanung oder Realplanung alle Alternativen im Hinblick auf die Ziel
erreichung und den damit verbundenen Aufwand zu bewerten um im nchsten
Schritt die weitere Planung auf erfolgversprechende Varianten zu konzentrieren
Bei der Bewertung von Planungsalternativen insbesondere in einem frhen Pla
nungsstadium zu dem viele Varianten auf der Basis einer noch nicht detaillierten
Planungsdatenbasis zu beurteilen sind ist eine Prognose der mit dieser Planungs
alternative zu erzielenden Leistungskennwerte notwendig BedientheoretischeMo

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delle knnen hier einen wesentlichen Beitrag bei der Prognose von Leistungskenn
werten der Planungsalternativen leisten
Dies ist zum Einen darin begrndet da
 die Eingangsparameter statistische Gr

en sind die in frhen Planungsstadien einfacher erhoben oder geschtzt werden
knnen Diese Parameter knnen auch mit geringem Aufwand manipuliert wer
den wenn es darum geht das Verhalten eines Material	u
systems unter ver
schiedenen Umgebungsbedingungen zB wachsender Auslastung wechselndem
Produktmix zu untersuchen
Zum Anderen erlauben bedientheoretische Modelle die Verfgbarkeit geeigne
ter Auswertungswerkzeuge vorausgesetzt eine sehr schnelle Ermittlung von Lei
stungskennwerten fr eine Planungsalternative Diese Kennwerte knnen dann
monetr bewertet werden um das Erreichen von Kostenzielen zB fr Umlauf
bestnde zu messen oder knnen dazu dienen die Erreichung von Leistungszielen
wie zB Systemdurchsatz oder die Einhaltung von wesentlichen Randbedingun
gen wie zB Durchlaufzeiten oder Flchenverbrauch zu kontrollieren
Die Kennwertermittlung fr ein Material	u
system mit Hilfe bedientheoretischer
Methoden erfordert die Modellierung der wesentlichen Systemmerkmale der Pla
nungsalternative in einem bedientheoretischen Modell Fr den Modellierungs
schritt stehen Bausteine mit aus der Literatur bekannten Eigenschaften zur Ver
fgung Die Kennwertberechnung fr diese Bausteine kann bei bekannten Ein
gangsparametern mit Hilfe analytischer Funktionen erfolgen Durch die Untersu
chung dieser Funktionen ist es auch mglich allgemeingltige Vorhersagen ber
das Verhalten dieser Bausteine zu treen Auf diese Weise entsteht bei den Pla
nern die sich mit bedientheoretischen Methoden und Modellen beschftigen Ba
siswissen und Systemverstndnis das es ermglicht abschtzende Aussagen ber
das Verhalten eines bedientheoretisch modellierbaren Systemes zutreen ohne
Berechnung anzustellen
Die Gestaltung eines Material	u
systems ist hug eine Teilaufgabe einer um
fassenderen Planungsaufgabe Aus diesem Grund sind whrend der Entwicklung
der Planungsvarianten Informationen als Eingangsinformation fr andere Teil
planungsaufgaben zu liefern oder Informationen anderer Teilplanungsaufgaben
zu verarbeiten
Vorgehensweisen die eine solche enge Kooperation von Fachleuten verschiedener
Ausrichtungen vorsehen wie zB Simultaneous Engineering knnen vom Einsatz
bedientheoretischer Methoden bei der Analyse von Material	u
systemen protie
ren da mit Hilfe dieser Methoden kurzfristige Tendenzaussagen mglich werden
und so Ein	sse des Material	u
systems auf das Gesamtsystem frhzeitig in die
Planungsberlegungen einbezogen werden knnen Ebenso verhlt es sich mit
Anregungen zur Gestaltung des Gesamtsystems die aus einer Abschtzung der
Leistungsfhigkeit des Material	u
systems kommen knnen Neben der Auswahl
und Bewertung von Planungsvarianten ist auf diese Weise auch eine Lenkung

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hinsichtlich Variantengestaltung mglich
Auf diese Weise kann der interaktive Ansatz der der oben genannten simulta
nen Vorgehensweisen zugrundeliegt durch die Verwendung bedientheoretischer
Modelle gestrkt und ezienter gestaltet werden
  Einsatz bedientheoretischer Modelle bei
der Optimierung von Materialusystemen
Neben der Nutzung bedientheoretischer Modelle zur Analyse und Bewertung von
Planungsvarianten knnen diese Modelle auch zur Struktur und Parameteropti
mierung von Material	u
systemen herangezogen werden Whrend die Struktur
optimierung fr die Gestaltung des Material	u
systemes genutzt wird kann die
Parameteroptimierung sowohl in der Planungsphase zB fr die Bestimmung der
Zahl der notwendigen Puerpltze als auch in der Betriebsphase eines Material
	u
systems zB bei der Bestimmung von Fertigungslosgr
en genutzt werden
Kann der Bezug zwischen Leistungskennwerten wie die Durchlaufzeit und system
gestaltenden Parametern wie die Zahl der fr eine Ttigkeit zu installierenden
Maschinen mit Hilfe von invertierbaren Funktionen ausgedrckt werden so kann
durch Umkehrung dieser Funktionen eine Optimierung vorgenommen werden
Die Komplexitt der Planungsaufgaben und die Zahl der in die Zielsetzung ein
gehenden Faktoren l
t jedoch eine solche einfache Optimierung meist nicht zu
Huger sind Optimierungen in mehrdimensionalen Rumen mit nichtlinearen
Zielfunktionen durchzufhren Hierfr knnen Heuristiken und Suchverfahren
herangezogen werden die durch planvolle Vorgehensweise ausgehend von einer
Anfangslsung eine Verbesserung des Zielfunktionswertes vornehmen
Zur Erzielung eines guten Ergebnisses ist im Rahmen solcher Verfahren bei je
dem Schritt der gegenwrtige Wert der Zielfunktion und damit die Verbesserung
im Vergleich zum vorherigen Schritt sowie in Abhngigkeit vom Verfahren die
nchstfolgende Parametervariation zu bestimmen
In einem solchen Umfeld kann die Geschwindigkeit mit der Beitrge zur Ziel
funktion ermittelt werden knnen entscheidend fr die Einsetzbarkeit eines Op
timierungsverfahrens sein Fr diese Optimierungsverfahren knnen bedientheo
retische Berechnungsverfahren eingesetzt werden sofern in die Zielfunktion be
wertete Kennwerte fr Durchlaufzeiten und Bestand eingehen

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  Das Zusammenwirken von
bedientheoretische Methoden und
computergesttzter Simulation
Bedientheoretische Methoden und computergesttzte Simulationsmodelle ergn
zen sich in Ihrer Anwendung im Rahmen der Material	u
planung Grundstzlich
knnen alle bedientheoretischen Modelle auf geeigneten computergesttzten Si
mulationssystemen abgebildet werden Mit Hilfe von Simulationsexperimenten
sind fr diese Modelle dann Kennwerte im Rahmen der hierbei zu erreichenden
statistischen Genauigkeit zu bestimmen
Zur Interpretation dieser Simulationsergebnisse ist ein Erfahrungswissen von Vor
teil das auf dem Systemverstndnis aufbauen kann das mit Hilfe bedientheoreti
scher Betrachtungen erworben werden kann Durch die analytische Betrachtung
bedientheoretischer Modelle knnen kausale Beziehungen zwischen Vernderun
gen des Modells und beobachteten oder berechneten Leistungskennwerten her
gestellt werden Diese aus der Bedientheorie bekannten kausalen Beziehungen
knnen genutzt werden um zumindest einen Teil der Ergebnisse komplexerer
Simulationsexperimente zu erklren und somit in der Folge die Analyse der Si
mulationsergebnisse erleichtern
Eine Kombination bedientheoretischer Berechnungsverfahren mit Simulationsex
perimenten kann genutzt werden um zB in komplexen Optimierungsmodellen
mit Hilfe bedientheoretischer Kennwertberechnungsverfahren und einem verein
fachten Systemmodell das Suchverfahren zu durchlaufen Das aus dem Suchver
fahren resultierende Endergebnis wird anschlie
end mit Hilfe eines Simulations
experimentes und einem detaillierteren Modell auf Gltigkeit hin veriziert
  Struktur der weiteren Vorgehensweise
Mit Hilfe eines bedientheoretischen Modells knnen verschiedene Fragestellungen
aus dem Bereich der Material	u
planung bearbeitet werden Deshalb orientiert
sich die Darstellung in den folgenden Kapiteln am Methodischen um die fr Ma
terial	u
planungszwecke verwendbaren bedientheoretischen Bausteine und Be
rechnungsverfahren einzufhren
In Kapitel  werden die Grundlagen fr das Verstndnis einzelner Bediensyste
me gelegt Beginnend mit der Einfhrung des Bediensystems als Grundbaustein
der Bedientheorie wird mit einfachen Modellen der operationellen Analyse die
wenige beobachtbare Eingangsgr
en verwenden gezeigt welche Ergebnisse mit
diesen Informationen erreichbar sind Der nchste weiterfhrende Schritt leitet

 Einfhrung
hin zur Verwendung stochastischer Prozesse zur Beschreibung der Ein und Aus
gangsgr
en und die Analyse von Bediensystemen mit Hilfe stochastischer Pro
zesse Dabei werden sukzessive einschrnkende Bedingungen bezglich der Ver
teilungsannahmen der zugrunde liegenden stochastischen Prozesse gelockert bis
keine exakten Berechnungsverfahren mehr angegeben werden knnen Fr Be
diensysteme mit generellen Verteilungen werden Nherungsverfahren dargestellt
Eingebettet in Kapitel  sind Beispiele aus dem Material	u
bereich fr die sich
jeweils mit Hilfe der hergeleiteten Ergebnisse Leistungskennwerte ermitteln las
sen
Das Kapitel  beschftigt sich mit vernetzten Bediensystemen Die Bediensy
stemnetzwerke werden in geschlossene und oene Bediensystemnetzwerke unter
schieden Da sich die Berechnungsverfahren fr oene Bediensystemnetzwerke
unmittelbar auf den Ergebnissen fr einzelne Bediensysteme absttzen werden
zunchst oene und danach geschlossene Bediensystemenetzwerke behandelt
Wie bereits in Kapitel  wird gezeigt fr welche Flle exakte Ergebnisse er
reicht werden knnen Auch hier wird deutlich da
 diese Bedingungen in der
Praxis hug nicht erfllt sind so da
 zur Beantwortung vieler praxisrelevanter
Fragestellungen die mathematischen Randbedingungen gelockert werden mssen
Aus diesem Grund kommen zur Bestimmung der Kennwerte Nherungsverfahren
zum Einsatz Fr zwei Netzwerktypen wird jeweils ein Approximationsverfahren
dargestellt
Den Abschlu
 des Kapitels bilden Anwendungsbeispiele aus dem Bereich der Ma
terial	u
planung die am Institut fr Frdertechnik und Logistiksysteme IFL
entwickelt und in die Praxis bertragen wurden

 Einzelelemente von
Materialusystemen
Die Analyse vernetzter Material	u
elemente setzt voraus da
 das Verhalten der
Einzelelemente in Abhngigkeit von den jeweiligen Umgebungsbedingungen be
kannt ist Deshalb werden in diesem Kapitel die Grundlagen der bedientheoreti
schen Modellierung und Berechnung von Material	u
elementen als Einzelbedien
systeme dargestellt
Material	u
elemente verfgen im allgemeinen ber mindestens einen Ein und
einen Ausgang Durch das Element wird im einfachsten Fall ein Eingangsstrom
von Frdereinheiten nach Erbringen einer Dienstleistung meist mit Hilfe einer
maschinellen Einrichtung in einen Abgangsstrom umgewandelt Konkurrieren
mehrere Frdereinheiten um diese Dienstleistung so kann es vorkommen da

die Frdereinheiten auf den Beginn der Bedienung warten mssen Diese War
tezeit soll im Sinne eines Material	usses mit geringen Durchlaufzeiten so kurz
wie mglich gehalten werden Im Interesse einer wirtschaftlichen Planung besteht
das Ziel darin mit so wenig Ressourcen wie ntig eine Frderaufgabe zB He
ben auf ein anderes Niveau Transport einers Behlters ber ein FTS Auslagern
eines Behlters in einem automatiserten Hochregallager innerhalb vorgegebe
ner Betriebsgrenzen zB mittlere Wartezeit zu lsen Von welchen Parametern
die Wartezeit und andere davon abgeleitete Gr
en abhngen wird in diesem
Kapitel dargestellt werden
Um von einer konkreten technischen Ausfhrung des Material	u
elementes unab
hngig zu sein gilt es die grundlegenden Ablufe im Zusammenhang mit einem
Material	u
element geeignet zu modellieren Sollen die Auswirkungen von Res
sourcenkonkurrenz quantitativ bewertet werden so bieten sich hierzu Modelle
der Bedientheorie auch hug angelehnt an den englischen Begri engl queu
eing theory als Warteschlangentheorie bezeichnet an Mit Hilfe dieser Modelle
werden allerdings nur diejenigen Eigenschaften abgebildet die fr die Entstehung
von Wartezeiten und schlangen wichtig sind

 Einzelelemente von Materialusystemen
  Grundbestandteile eines
bedientheoretischen Modells
Betrachtungsgegenstand der Bedientheorie sind die Bediensysteme die aus einer
oder mehreren Bedienstationen und einem Warteraum bestehen siehe Abbil
dung  Besitzt das Bediensystem genau eine Bedienstation so spricht man
auch von einem Einkanalsystem sind es mehrere Bedienstationen so wird es
auch als Mehrkanalsystem bezeichnet
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Abbildung  Bestandteile eines bedientheoretischen Modells
Die Anknfte der Kunden erfolgen nach einem Zufallsproze
 der durch die sta
tistische Verteilung der Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Anknften der
sogenannten Zwischenankunftszeit t
an
charakterisiert ist Mit Hilfe des Erwar
tungswerts der Zwischenankunftszeit Et
an
 kann auch die Ankunftsrate also die
mittlere Zahl der Anknfte pro Zeiteinheit als    Et
an
 ausgedrckt werden
Ist mindestens eine Bedienstation frei so wird der eingetroene Kunde sofort
bedient Die Dauer der Bedienung sei ebenfalls zufllig und durch t
ab
beschrie
ben Betrgt der Erwartungswert der Bedienzeit Et
ab
 so knnen im Mittel pro
Zeiteinheit    Et
ab
 Kunden bedient werden Diese Rate ist die sogenannte
Bedienrate und gibt an wieviele Kunden bei gegebener statistischer Verteilung
der Bedienzeiten und voller Auslastung des Bediensystems an einer Bedienstation
maximal pro Zeiteinheit bedient werden knnen
Ist keine Bedienstation frei so bleibt der Kunde zunchst im Warteraum so
fern ein solcher vorhanden ist und noch ber freie Kapazitt verfgt Aus dem

 Grundbestandteile eines bedientheoretischen Modells
Warteraum werden die Kunden in der sogenannten Bediendisziplin abgerufen
Die Disziplin beschreibt die Auswahlkriterien nach denen die Kunden aus der
Warteschlange ausgewhlt werden
Zur Klassizierung verschiedener Bediensystemmodelle wurde von Kendall eine
Notation eingefhrt die imKern den Ankunftsproze
 den Bedienproze
 die Zahl
paralleler Bedienstationen sowie die Bediendisziplin beinhaltet Mit Hilfe dieser
Klassikation knnen die Modelle in einem Schema der Form AjBjmXXXX
beschrieben werden Hierbei beschreibt
A den Ankunftsproze
 wobei nachfolgend vor allem M als Symbol fr den so
genannten MarkovProze
 und G fr durch generelle Verteilungen charak
terisierte Prozesse verwendet wird
B den Bedienproze
 fr den dieselben Prozesse von Interesse sind
m die Anzahl paralleler Bedienstationen sie kann auch unendlich sein
XXXX die Bediendisziplin nach der Kunden aus der Warteschlange der nchsten
freiwerdenden Bedienstation zugeordnet werden Es werden verwendet
FCFS Bei FirstComeFirstServed oder synonym FirstInFirstOut FI
FO werden die Kunden nach der Reihenfolge ihres Eintreens der
freien Bedienstation zugewiesen
LCFS LastComeFirstServed LCFS oder auch LastInFirstOut weist
den zuletzt eingetroenen Kunden der freien Bedienstation zu
RR Nach RoundRobin RR werden eintreende Kunden reihum den Be
dienstationen zur Bearbeitung zugewiesen unabhngig davon ob die
Bedienstation frei ist Werden die eintreenden Kunden bei einem Be
diensystem mit zwei Bedienstationen durchgezhlt so werden alle ein
treenden Kunden mit ungerader Nummer der einen Bedienstation
und alle mit gerader Nummer der anderen Bedienstation zugeordnet
und dort jeweils bedient
PS ProcessorSharing teilt die Bedienstationen allen anwesenden Kunden
in gleichen Teilen zu
Au
erdem knnen fr Kundenklassen Prioritten vergeben werden wobei in
diesem Fall wiederum zwischen unterbrechenden und nichtunterbrechenden
Prioritten unterschieden werden kann Dabei stehen
PRE fr Preemptive also unterbrechende und
NONPRE fr nichtunterbrechende Prioritten
Eine detalliertere Beschreibung ist in Abschnitt  zu nden

 Einzelelemente von Materialusystemen
Fr ein Bediensystem sollen Leistungskennwerte wie der Auslastungsgrad  die
Wartezeit im Warteraum t
w
und die gesamte Verweilzeit im Bediensystem t
v
berechnet werden Weiterhin von Interesse sind die Zahl der im Mittel im War
teraum bendlichen Kunden N
w
und die insgesamt im Mittel im Bediensystem
bendliche Zahl von Kunden N  Obwohl hier auf die explizite Nennung eines
Erwartungswertes zB Et
w
 verzichtet wurde soll darauf hingewiesen werden
da
 auch diese Werte den Charakter eines Erwartungswertes besitzen Sollen sie
als einzelne Realisation betrachtet werden so wird darauf ausdrcklich hingewie
sen werden
Am Beispiel einer einfachen Hubeinrichtung sollen die Grundlagen der Modell
bildung dargestellt werden
 Deterministisches Modell eines
Materialuelementes
Die in Abbildung  dargestellte Hubeinrichtung verbindet einen Arbeitsplatz
an dem Teile in einen Transportbehlter Frdereinheit gelegt werden mit einer
Frderstrecke die unter der Hallendecke gefhrt ist Der Arbeitsplatz stellt eine
Quelle von Frdereinheiten dar die von der Hubeinrichtung die in diesem Fall
die Bedienstation darstellt bedient werden mssen
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Abbildung  Einfaches Material	u
element
Falls sich Frdereinheiten vor der Hubeinrichtung aufstauen so geschieht dies auf
dem Rollenfrderer vor der Hubeinrichtung der durch den Warteraum abgebil
det wird Das Bediensystem umfa
t den Warteraum und die Bedienstation Die
Frdereinheiten verlassen die Hubeinrichtung auf der Rollenbahn die als Senke
mit unbegrenzter Aufnahmefhigkeit betrachtet werden soll

 Deterministisches Modell eines Materialuelementes
Es wird deutlich da
 bei der Modellierung Abstraktionen vorgenommen werden
mssen Auch wenn die Frdereinheit das System Hubeinrichtung bereits ver
lassen hat ist die Bedienstation noch aktiv denn das Lastaufnahmemittel mu

zurck in die Ausgangsstellung abgesenkt werden Aus diesemGrund wird die An
forderung eines Ressourcenbedarfs durch das Eintreen eines Kunden modelliert
Die Bedienzeit eines Kunden soll der gesamten einer Frdereinheit zuzuordnen
den Spielzeit der Frdereinrichtung entsprechen siehe Abbildung  
Unter der Annahme da
 das Hubwerk fr ein Spiel das hei
t Heben mit Frder
einheit  Sekunden in Anspruch nimmt und das anschlie
ende Senken ebenfalls
 Sekunden dauert betrgt die Spielzeit  Sekunden Dauert das Beladen eines
Behlters immer genau  Sekunden so wird die Hubeinrichtung wie folgt als
Bediensystem modelliert Die Zwischenankunftszeit betrgt stets  Sekunden
die Bedienzeit entspricht der Spielzeit nimmt stets  Sekunden in Anspruch
Der zeitliche Verlauf einiger Systemkenngr
en l
t sich nun leicht ermitteln und
wie in Abbildung  zu sehen ist grasch darstellen
Betrachten wir Nt die Zahl der Kunden die sich zum Zeitpunkt t im Bedien
system aufhalten so entwickelt sich diese wie folgt Mit Eintreen der ersten
Frdereinheit zum Zeitpunkt  Minute nach Beginn der Arbeit bende sich die
Lastaufnahme in der unteren Position die Frdereinheit kann also sofort einfah
ren Nt nimmt den Wert  an Obwohl die Frdereinheit das System bereits
vorher verlassen hat endet die Aktivitt der Hubeinrichtung erst zum Zeitpunkt
 Minuten Nach einer weiteren Minute trit die nchste Frdereinheit ein und
der zuvor beschriebene Ablauf wiederholt sich identisch
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Abbildung  Belegung der Hubeinrichtung ber der Zeit
Eine zentrale Kenngr
e bei der Auslegung von Material	u
systemen ist die Aus
lastung die beschreibt welcher Teil der zur Verfgung gestellten Kapazitt fr die
Durchfhrung der Frderaufgabe also die Bedienung von Kunden genutzt wird
Die Aktivzeit sei die Zeit die von der Hubeinrichtung pro Arbeitsspiel fr die

 Einzelelemente von Materialusystemen
Durchfhrung der Frderaufgabe bentigt wird In diesem Falle besteht sie aus
der Zeit fr das Einfahren der Frdereinheit das Anheben der Hubeinrichtung
das Ausfahren der Frdereinheit und die Rckkehr der leeren Hubeinrichtung
zum Ausgangspunkt Die Auslastung  also das Verhltnis von Aktivzeit der
Hubeinrichtung zur insgesamt zur Verfgung stehenden Zeit Gesamtzeit l
t
sich aus den gegebenen Gr
en pro Arbeitsspiel bestimmen als
 
Aktivzeit
Gesamtzeit

s
	s

 



Da auch bei steigender Auslastung die Bedienung jedes Kunden beendet ist bevor
der nchste eintrit kommt es zu keinen Wartezeiten vor der Hubeinrichtung
Diese Eigenschaft bleibt erhalten solange die Zwischenankunftszeit konstant und
gr
er als die ebenfalls konstante Bedienzeit ist
Konstante Zwischenankunfts oder Bedienzeiten sind jedoch in realen Materi
al	u
systemen sehr selten anzutreen Sollen unregelm
ige Ein	sse wie zB
menschliche Arbeit in unregelm
igen Abstnden eintreende Kunden oder das
Ausfallverhalten von Maschinen bercksichtigt werden mssen umfassendere An
stze gewhlt werden die auf einer stochastischen Beschreibung des Ressourcen
bedarfs beruhen
Aus diesem Grund beschftigt sich dieses Kapitel im Folgenden mit der sto
chastischen Modellierung von Material	u
elementen Hierbei wird auf Methoden
der operationellen Analyse und auf grundlegende bedientheoretische Elemente
zurckgegrien
 Operationelle Analyse
Die von Denning und Buzen  und   entwickelte operationelle Analyse
ermglicht die Berechnung von Leistungskennwerten aus Gr
en die im realen
Betrieb oder whrend eines Simulationslaufes einfach zu beobachten sind Die
Beobachtung erfolge ber einen endlichen Zeitraum der Lnge T  In diesem Zeit
raum werden an dem Bediensystem die folgenden Gr
en gemessen
A  Anzahl angekommene Kunden whrend T A vom Engl arrival

 Operationelle Analyse
C  Anzahl abgefertigte Kunden whrend T C vom Engl completion
B  Summe der Aktivzeit whrend T B vom Engl busytime
W  Summe der Verweilzeiten aller Auftrge whrend T W vom Engl
waitingtime 
Aus diesen Gr
en lassen sich bereits einige Kenngr
en berechnen die die Lei
stungsfhigkeit des Bediensystems beschreiben So erhlt man
  AT  Zugangsrate
X  CT  Abgangsrate
S  BC  mittlere Bedienzeit eines Kunden
U  BT  Auslastung der Bedienstation

k  WT  mittlere Anzahl von Kunden im Bediensystem
R  WC  mittlere Verweilzeit eines Kunden
Erweitert man den Ausdruck fr die Auslastung U des Bediensystems mit CC
so erhlt man
U 
B
T

B
T

C
C

C
T

B
C
 X  S 
Soll das System langfristig ein Gleichgewicht erreichen knnen so mu
 gelten
A  C Daraus folgt dann fr die Auslastung U 
U    S 
Erweitert man den Ausdruck fr die mittlere Anzahl von Kunden

k mit CC so
ergibt sich

k 
W
T

W
T

C
C

C
T

W
C

Gilt auch hier langfristig C  A so resultiert daraus

k 
C
T

W
C

A
T

W
C
  R 
Lediglich mit der Annahme da
 sich das betrachtete System im Gleichgewicht
bendet kann gezeigt werden da
 ein direkter linearer Zusammenhang zwischen
der Durchlaufzeit durch ein System bspw einer Fertigung und dem Bestand in
diesem System besteht Soll also bei konstanter Ankunfts bzw Abgangsrate der
Bestand reduziert werden so ist dies nur mglich wenn gleichzeitig auch die
Durchlaufzeit reduziert wird

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Basierend auf dieser berlegung kann  zur berprfung von Simulationser
gebnissen verwendet werden Um die notwendige Simulationslaufzeit zu reduzie
ren wird bisweilen ein Simulationslauf mit bereits geflltem System gestartet
was die Einschwingphase reduzieren soll Vergleicht man die Ergebnisse mehrerer
auf diese Weise durchgefhrter Simulationslufe so ist die Einhaltung der durch
Ausdruck  gegebenen Relationen eine notwendige wenn auch nicht hinrei
chende Voraussetzung fr die Gltigkeit der auf diese Weise erzielten Ergebnisse
Der Ausdruck  ist bekannt als Littles Gesetz in der Form der operationellen
Analyse Es wurde von JD Little  bewiesen und von Wiendahl  als
Erstes Produktionslogistisches Gesetz in die Literatur eingefhrt
Fr den Einsatz der operationellen Analyse in der Planung ist zu klren ob
mit ihrer Hilfe auch Prognosen von Leistungsgr
en mglich sind Hierzu soll
der stochastische Proze
 Nt an einem Bediensystem genauer betrachtet wer
den In Abbildung  ist der Verlauf von Nt beispielhaft dargestellt Whrend
des Beobachtungszeitraumes T wurden fr Nt Werte zwischen n
min
und n
max
beobachtet
1
2
3
4
N(t)
nmax
nmin
tT
Abbildung  Verlauf von Nt
Es sei In die Summe der Zeit die der Proze
 Nt insgesamt im Zustand
Nt  n verbracht hat also genau n Kunden im System waren Deshalb gilt
P
n
max
n n
min
In  T  Damit knnen die Zeitanteile P n abgeleitet werden in
denen sich genau n Kunden im System befanden
P n 
In
T

Weiterhin gilt
n
max
X
n n
min
An  A 
n
max
X
n n
min
Cn  C 

 Operationelle Analyse
Whrend der Zeit In wurden insgesamt An Zugnge und Cn Abgnge be
obachtet Es sind An die Zahl der Kunden die an dem System eintrafen als
bereits genau n Kunden anwesend waren und Cn die Zahl der Kunden die
das System verlie
en als sich genau n Kunden im System befanden Setzt man
voraus da
 zu einem Zeitpunkt hchstens eine Ankunft oder eine Abfertigung
stattndet sind die zustandsabhngigen Ankunfts und Bedienraten n bzw
n wie folgt zu ermitteln
n 
An
In

n 
Cn
In

Ist das System whrend des Beobachtungszeitraumes im Gleichgewicht so sind
am Ende des Beobachtungszeitraumes genausoviele Kunden im System wie zu
Beginn der Beobachtung Es gilt A  C An und Cn sind im allgemeinen
nicht gleich gro
 fr das Beispiel aus Abbildung  ist C    und A  
Die Zahl der bergnge zwischen benachbarten Zustnden An    und Cn
mu
 stets identisch sein um ein Gleichgewicht erreichen zu knnen
An    Cn n  n
min
       n
max
   
Au
erdem gilt im Bereich von n  n
min
       n
max
  
P n    T  n    An   
und
P n  T  n  Cn
 P n  T  n  P n     T  n   
 P n  P n   
n   
n

Dies gilt fr alle Zustnde n  n
min
     n
max
   und damit ist der Zeitanteil
mit dem sich das System im Zustand Nt  n bendet
P n  P n
min
 
n
Y
k n
min

k   
k
n  n
min
       n
max
  

Unter der Annahme da
 die Ankunfts bzw Bedienraten zustandsunabhngig
homogen sind also n   und n   gilt vereinfacht sich vorstehendes
Ergebnis fr eine Beobachtungszeit T  zu

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P n  P 




n

da n
min
fr T  bei Auslastungen von     zu  wird
Dieses Ergebnis knnte auf den ersten Blick hin einen gro
en Gltigkeitsbereich
besitzen denn die Einschrnkung da
 homogene Ankunfts und Bedienraten vor
liegen mssen scheint plausibel zu sein sofern nicht Steuerungsablufe modelliert
werden
Betrachten wir jedoch das einleitende Beispiel siehe Abbildung  so ist festzu
stellen da
 die Voraussetzung zustandsunabhngiger Ankunfts und Bedienraten
den Anwendungsbereich des Ergebnisses stark einschrnkt
Wir haben fr das Beispiel bereits    
 berechnet Die Wahrscheinlichkeit
P  dafr da
 das System leer ist l
t sich als Komplement der Wahrschein
lichkeit da
 das System aktiv ist ausdrcken Wir erhalten
P         
 
Damit ist die Wahrscheinlichkeit P   da
 sich genau ein Kunde im System
bendet als
P         
   
    
auszudrcken Weiterhin ist P 

P 
     

  
   


   	  
Durch Anwendung dieses Modells werden Wahrscheinlichkeiten die gr
er als
Null sind fr Zustnde mit  und mehr Kunden im System berechnet Solche
Zustnde knnen unter den getroenen Zeitannahmen jedoch in Realitt nicht
auftreten Unsere Modellannahmen in diesem Fall die Zustandsunabhngigkeit
der Ankunfts und Bedienraten waren oensichtlich fr Aussagen die ber eine
Prognose der Auslastung hinausgehen ungeeignet Fr die Prognose von Lei
stungskennwerten werden oensichtlich genauere Beschreibungen der Ankunfts
und Bedienprozesse bentigt als in dem vorstehenden Modell verwendet wur
den Deshalb wenden wir uns speziellen stochastischen Modellen zu die mit den
Methoden der Bedientheorie bearbeitet werden knnen
 Exkurs	 Stochastische Prozesse
Die Ergebnisse die in Abschnitt  mit Hilfe der operationellen Analyse erzielt
werden konnten waren nicht fr die Prognose von Leistungskennwerten geeignet
Ein Grund hierfr liegt in der Tatsache da
 die Ankunfts und Bedienprozesse
jeweils nur mit einem Parameter der Ankunftsrate  beziehungsweise der Bedi
enrate  beschrieben wurden

	 Exkurs
 Stochastische Prozesse
Die Beschreibung der Ankunfts und Bedienprozesse mit Mitteln der Statistik
erlaubt es weitere Informationen in den Modellierungs und Berechnungsvor
gang ein	ie
en zu lassen Obwohl die zugrundeliegenden Vorgnge hug nicht
wirklich zufllig sind kann die Unterstellung des Zufalls eine konomisch ver
nnftige Entscheidung sein So ist es theoretisch mglich aus den physikalischen
Parametern eines Wrfelwurfs zB Rotationsgeschwindigkeit des Wrfels Ge
schwindigkeit des Wrfels Auftrewinkel Elastizitt des Untergrundes etc den
Ausgang des Wurfs zu bestimmen Es gengen jedoch bereits kleine !nderungen
in diesen Parametern um den Ausgang des Experiments zu verndern Fr vie
le Zwecke insbesondere wenn nicht das einzelne Experiment sondern eine Folge
von Experimenten von Interesse ist kann es deshalb konomischer sein den ge
samten Vorgang als Zufallsexperiment zu betrachten siehe auch Bamberg und
Baur   S  Solche berlegungen knnen auch fr Material	u
systeme
angestellt werden Darber hinaus fhrt die Bercksichtigung von Strungen oh
nehin dazu da
 das Gesamtsystem ein stochastisches System wird
Ausgangspunkt der nachfolgenden Betrachtung ist ein Zufallsexperiment Ein ein
zelnes Zufallsexperiment hat als Ergebnis ein Elementarergebnis 
 In der Menge
der Elementarereignisse   f
j
 ist Elementarereignisg knnen die mglichen
Ergebnisse des Zufallsexperimentes zusammengefa
t werden Ist das Zufallsex
periment beispielsweise das Wrfeln mit einem Wrfel so kann die Augenzahl
als Elementarereignis aufgefa
t werden Die Menge der Elementarereignisse ist in
diesem Falle   f  
    	g
blicherweise interessiert ob bei einem Zufallsexperiment ein Elementarereignis
aus einer Menge A von Elementarereignissen eingetreten ist Elementarereignisse

 knnen zu verschiedenen Mengen A von Elementarereignissen zusammenge
fa
t werden Das Eintreen eines Ereignisses aus einer dieser Mengen soll als
Ereignis bezeichnet werden Am Beispiel des Wrfelwurfs knnte ein Ereignis als
Augenzahl ist kleiner als  beschrieben werden Die Menge aller aus den Ele
mentarereignissen kombinierbaren Ereignisse ist deshalb die PotenzmengeA die
alle mglichen Teilmengen von  enthlt
Mit der Wahrscheinlichkeit soll beschrieben werden welche Chance besteht da

ein bestimmtes Ereignis eintritt Der Begri Wahrscheinlichkeit ist schwierig zu
fassen Aus diesem Grund werden Wahrscheinlichkeitsma
e meist axiomatisch
deniert wobei das Ergebnis dieser Denitionen mit der intuitiven Denition
bereinstimmt
Die Wahrscheinlichkeit P weist eine nichtnegative Zahl einer Menge von Elemen
tarereignissen A zu und gilt als Wahrscheinlichkeitsma
 wenn fr alle mglichen
A und eine endliche Menge  nachstehende drei Bedingungen erfllt sind
	 P A 
 
	 P    

 Einzelelemente von Materialusystemen
	 Wenn die Schnittmenge A  B zweier Mengen A und B von Elementa
rereignissen leer ist dann gilt fr die Wahrscheinlichkeit des Eintritts eines
Elementarereignisses aus der Vereinigungsmenge P AB  P AP B
Ein Tripel A P  wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt Zur Modellierung ei
nes Problems mgen verschiedene Tripel geeignet sein die die Wirklichkeit mehr
oder minder gut abbilden Es ist jedoch darauf zu achten da
 wenn das Tripel
A P  einmal festgelegt wurde dieses fr die weiteren Betrachtungen unver
ndert bleiben mu

Ausgangspunkt sogenannter stochastischerModelle sind die Zufallsvariablen oder
stochastischen Variablen Der Name Zufallsvariable ist etwas irrefhrend da ei
ne Zufallsvariable eine Funktion ist die das Ergebnis eines Zufallsexperimentes
festhlt
Im Gegensatz zum Wahrscheinlichkeitsma
 das sich auf eine Menge bezieht
ordnet die Funktion der Zufallsvariablen jedem Element 
 aus  eine reelle Zahl
zu Ein einfaches Beispiel ist die Indikatorfunktion I
A
mit der das Eintreten eines
Elementarereignisses aus einer Menge A einfacher darzustellen ist
I
A

 

  wenn 
  A
 wenn 
  A
Nun kann die Wahrscheinlichkeit da
 das Ereignis A eintritt als P I
A
   
P A und P I
A
      P A geschreiben werden
Im allgemeinen wird an die Zufallsvariable der Anspruch gestellt da
 sie jedem
Elementarereignis aus dem Wahrscheinlichkeitsraum A P  eine reelle Zahl
zuordnet Als Funktion ausgedrckt ist die Zufallsvariable X fr reellwertige x
f
jX
  xg und ist in A enthalten
Die zugehrige Verteilungsfunktion beschreibt die den Ereignissen zugeordnete
Wahrscheinlichkeit und ist aufbauend auf X
 als F x  P f
jX
  xg
abzuleiten Durch das Weglassen des expliziten Bezugs zum Elementarereignis 

wird die Verteilungsfunktion blicherweise kurz F x  P X  x geschrieben
Wir verwenden Zufallsvariablen nachfolgend vorwiegend zur Beschreibung von
Zeiten So knnen die Zwischenankunftszeit und die Bedienzeit des nchsten Kun
den mit Hilfe von Zufallsvariablen beschrieben werden
Zur Abbildung von Material	u
systemen ist ein einziger Ausgang eines Zufallsex
perimentes nicht ausreichend Notwendig ist die Betrachtung einer Menge zeitlich
aufeinanderfolgender Ereignisse die aus dem gleichen oder zusammenhngenden
Zufallsexperiment resultieren
Verndert sich das Zufallsexperiment ber der Zeit nicht so wird es als statio
nr bezeichnet und kann deshalb durch einen stationren stochastischen Proze
beschrieben werden Sei X eine Zufallsvariable die ber der Zeit verschiedene

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Realisationen xt

 xt

    hervorbringt so ist Xt der zu X gehrende sto
chastische Proze

Zur Modellierung von Material	u
systemen knnen sowohl zeitkontinuierliche als
auch zeitdiskrete stochastische Prozesse benutzt werden Bei zeitkontinuierlichen
Prozessen kann die Zeit t jeden Wert aus T   annehmen im zeitdiskreten
Fall ist T eine Menge natrlicher Zahlen t  f      g
Obwohl im Weiteren nicht verwendet soll kurz erwhnt werden da
 auch insta
tionre stochastische Prozesse mglich sind bei denen Xt zeitabhngig ist
Sagt man da
 sich der stochastische Proze
 zur Zeit t im Zustand x bendet so
ist damit ausgedrckt da
 das Ereignis Xt  x eingetreten ist Zustnden von
Prozessen wird im Folgenden eine gro
e Bedeutung zukommen

 Das Bediensystem M jM j FCFS
Die Analyse von Bediensystemen des Typs M jM j FCFS macht in einem starken
Ma
 von den Eigenschaften der Ankunfts und Bedienprozesse Gebrauch Die
beiden Prozessen zugehrigen Verteilungen sind Exponentialverteilungen deren
Dichteverteilung durch
ft  e
 t

mit entsprechender Verteilungsfunktion
F x 
Z
x

e
 t
   e
 x
x 
  
gegeben ist Die besondere Form der Exponentialverteilung ermglicht einfache
Analysen da die Wahrscheinlichkeit eines zuknftigen Ereignisses zB einer An
kunft unabhngig von der Zeit ist die seit dem letzten Ereignis verstrichen ist
Diese Eigenschaft wird hug als Gedchtnislosigkeit bezeichnet
  
  



Abbildung  Position von T

 T

und T
S
Die Gedchtnislosigkeit kann einfach gezeigt werden In Abbildung  markiere
T

den Zeitpunkt des letzten Ereignisses Inzwischen sei der Zeitpunkt T

erreicht
also die Zeitspanne t

verstrichen Die Gedchtnislosigkeit ist identisch mit fol
gender Behauptung Die Wahrscheinlichkeit da
 kein Ereignis bis zum Zeitpunkt
T
s
stattndet unter der Bedingung da
 bereits die Zeitspanne t

verstrichen ist
ist genau so gro
 wie die Wahrscheinlichkeit da
 kein Ereignis in der Zeitspanne
t

 s stattndet
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P t 	 s t

jt 	 t

  P t 	 s 
Durch Umformulierung der bedingten Wahrscheinlichkeit erhlt man
P t 	 s t

jt 	 t

 
P t 	 s t

 t 	 t


P t 	 t



P t 	 s t


P t 	 t



  F s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

   F t



Setzt man Ausdruck  ein so ergibt sich
P t 	 s t

jt 	 t

 
    e
 st
 


     e
 t
 

 e
 s
 P t 	 s qed 
Mit der stetigen Exponentialverteilung korrespondiert die Poissonverteilung die
der Anzahl von Ereignissen in einem Zeitintervall entspricht wenn die Zeit zwi
schen den Ereignissen exponentialverteilt ist
Es sei n die Zahl der Anknfte whrend eines Zeitintervalles 
t
 Die Wahrschein
lichkeit dafr da
 genau n Kunden in einem Intervall der Lnge 
t
eintreen ist
beschrieben durch
P
n

t
 

t

n
n
e
 
t

Sind Zwischenankunfts und Bedienzeiten beide exponentialverteilt so kann der
Zustand eines solchen Bediensystems vollstndig mit Hilfe der Zahl der Kunden
ausgedrckt werden die sich im Bediensystem benden denn der stochastische
Proze
 der Zahl Nt besitzt die sogenannte MarkovEigenschaft die wie folgt
deniert ist
Denition  MarkovEigenschaft Die Wahrscheinlichkeit eines zuknfti
gen Zustandes hngt nur vom gegenwrtigen Zustand ab die Vergangenheit bildet
sich vollstndig im gegenwrtigen Zustand ab
Das M jM j Bediensystem besitzt diese Eigenschaft es wurde bereits gezeigt
da
 fr das Auftreten eines Ereignisses die Zeit seit dem Eintritt des letzten
Ereignisses ohne Belang ist Dies gilt oensichtlich fr den Ankunftsproze
 aber
auch fr die Bedienung eines Kunden
Aufgrund der MarkovEigenschaft kann der Zustand einesM jM j Bediensystemes
vollstndig alleine durch die Zahl der Kunden k beschrieben werden die sich in
dem Bediensystem aufhalten

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Abbildung  Markovkette fr die Zustnde eines M jM j Bediensystems
Zur Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten wird die sogenannte Markov
kette der mglichen Zustnde und die bergangsraten zwischen den Zustnden
verwendet siehe Abbildung  
Hiermit ist eine einfache Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten
P Nt  k  pk mglich Bendet sich das Bediensystem im Gleichgewicht
      dann mu
 die Wahrscheinlichkeit in einen Zustand k zu gelangen
genau so gro
 sein wie die Wahrscheinlichkeit diesen Zustand wieder zu verlassen
Dies bezeichnet man auch als statistisches Gleichgewicht Fr den Zustand 
gilt demnach
p  p  
Fr alle anderen Zustnde mit zwei benachbarten Zustnden ist analog
  pk  pk     pk    
Mit    wird aus 
p   p 
Fr den Zustand k    ergibt  ausgeschrieben
 p   p
  p
 p  p  p
  p
 p  p  p
  p
 

p  p
 
Durch rekursive Nutzung vorstehender Vorgehensweise bekommen wir
pk  pk     
k
p 
Die Summe aller Zustandswahrscheinlichkeiten mu
  ergeben Dies kann als
Normierungsbedingung genutzt werden um die noch unbekannte Zustandswahr
scheinlichkeit p zu bestimmen

X
k 
pk   
 p

X
k 

k
   
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Ersetzt man
P

k 

k
durch den quivalenten Ausdruck      dann ist
p     
und damit
pk    
k
 p
k

Dieses Ergebnis ist identisch mit demjenigen da
 in der operationellen Analyse
unter der Annahme zustandsunabhngiger Ankunftsraten erzielt wurde Diese
beiden Annahmen sind also quivalent was sich bereits in der Errterung der
Gedchtnislosigkeit abzeichnete
Bildet man die mit den Zustnden k gewichtete Reihensumme um den Erwar
tungswert der Zahl von Kunden im System zu bestimmen so resultiert
N 

X
k 
kpk 

X
k 
k   
k


  

 Das Bediensystem M jM jmFCFS
Besitzt das Bediensystem mehr als eine Bedienstation so kann prinzipiell die
gleiche Vorgehensweise wie bei einemM jM j Bediensystem angewendet werden
wenn auch die Durchfhrung aufwendiger ist
Fr den Auslastungsgrad  werden in der Literatur zwei verschiedene Formeln
angegeben Nachfolgend sei fr m parallele Bedienstationen der Auslastungsgrad
 wie folgt festgelegt
 

m

Damit gibt  die durchschnittliche Auslastung einer Bedienstation und m die
Zahl der im Mittel aktiven Bedienstationen an
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Abbildung  Markovkette fr die Zustnde eines M jM jmBediensystems
Beim M jM jmBediensystem kann die bergangsrate von einem Zustand zu sei
nen Nachbarzustnden mit der Zahl der im System bendlichen Kunden vari
ieren In Abbildung  ist die bergangsrate zu Zustnden mit gr
erer Kun
denzahl konstant  whrend die bergangsraten zu Zustnden mit geringerer

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Kundenzahl die das Abfertigen der Kunden wiederspiegeln vom aktuellen Zu
stand abhngen kann Da fr Zustnde k  m nicht alle Bedienstationen benutzt
werden knnen ist die bergangsrate in diesem Bereich durch k gegeben da
bei k  m Kunden im Bediensystem genau k Bedienstationen aktiv sind Fr
Zustnde k 
 m ist die bergangsrate dann konstant gleich m
Als Lsung der Gleichgewichtsgleichungen ergibt sich der Ausdruck
pk 

m
k
k
p k        m
m
m

k
m
p k 	 m

Aus der Normierungsbedingung
P

k 
pk    kann anschlie
end der Wert von
p bestimmt werden
p 
 
m
m
 m

P
m 
i 
m
i
i

Durch Addition der gewichteten Zustandswahrscheinlichkeiten kann nun die mitt
lere Zahl von Kunden imBediensystemN bestimmtwerden Nach zB   S 
resultiert
N  m pm

   


Die insgesamt im Mittel in der Warteschlange bendliche Zahl von Kunden N
w
betrgt damit
N
w
 N m  pm

   


 Bediensysteme mit mehrphasigen
Verteilungen
Whrend exponentialverteilte Zwischenankunftszeiten in der Praxis durchaus an
getroen werden knnen ist die Annahme exponentialverteilter Bedienzeiten in
der Praxis selten zu verizieren Dies macht es notwendig Verteilungen zu n
den die die wesentlichen Eigenschaften der in der Praxis vorgefundenen Vertei
lungen abbilden knnen und gleichzeitig die mathematischen Eigenschaften der
Exponentialverteilung weitgehend beibehalten Diese Forderungen knnen teil
weise mit Hilfe sogenannter mehrphasiger Verteilungen erfllt werden Die Abbil
dung von Bedienprozessen durch solche Verteilungen wird in den nachfolgenden
Abschnitten dargestellt

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  Mehrphasige Verteilungen
Aufbauend auf Exponentialverteilungen knnen andere Verteilungen dargestellt
werden indem der Bedienproze
 in mehrere Phasen zerlegt wird Diese Phasen
werden von einem Kunden vollstndig oder bestimmt durch eine Wahrschein
lichkeitsverteilung teilweise durchlaufen Es bendet sich hchstens ein Kunde
in Bedienung also in einer der vorhandenen Phasen
Die Zeit die ein Kunde in einer Phase verbringt ist stets unabhngig exponen
tialverteilt so da
 bei einer Verwendung in einem Bediensystem nach wie vor
Markovketten betrachtet werden knnen
Die Erlangverteilung
Im einfachsten Fall wird die gesamte Bedienzeit t
ab
als Summe von n identisch
exponential verteilten Phasen dargestellt Der Erwartungswert fr die Bedienzeit
in einer der Phasen mu

Et
ph
 
Et
ab

n

 
n

betragen damit die vorgegebene mittlere Gesamtbedienzeit als
Et
ab
  n  Et
ph
 
 


erreicht wird
Eine derart denierte Verteilung ist als nErlangverteilung bekannt Ihr Modell
ist in Abbildung  dargestellt
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Abbildung  Erlangverteilung mit n   Phasen
Da die Bedienzeiten in den einzelnen Phasen unabhngig voneinander sind kann
die Varianz der Summe der mittleren Bedienzeiten als Summe der Varianzen der
einzelnen Phasen bestimmt werden Die Varianz der exponentialverteilten Zeit
in einer Phase betrgt  n

 Damit ist die Varianz der Erlangverteilung mit
nachstehender Formel beschrieben
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
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Zusammen mit Formel  ergibt sich als Ma
 fr das Verhltnis von Varianz
zum quadrierten Erwartungswert die Variabilitt c

ab
des Bedienprozesses
c
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
V art
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
Et
ab



 
n

Wird statt der Varianz die Standardabweichung als Ma
 fr die Streuung der
Bedienzeiten verwendet so kann ein Variationskoezient c
ab
von
c
ab

p
V art
ab

Et
ab


 
p
n

bestimmt werden
Die Ermittlung der Dichtefunktion ist ber die Transformation der Bedienzeiten
in den einzelnen Phasen mglich Die Bedienzeit ist als Summe von n identisch ex
ponentialverteilten Zufallsvariablen darzustellen Deshalb kann die resultierende
Dichtefunktion durch Faltung der Exponentialverteilungen der einzelnen Pha
sen erzeugt werden Zur Herleitung der resultierenden Dichtefunktion ist eine
LaplaceTransformation der Dichtefunktion der Zeit in einer der Bedienphasen
vorzunehmen und wir erhalten
F

ph
z 
n
z  n

Durch nfache Multiplikation der Transformierten erhlt man die LaplaceTrans
formierte der gesuchten Dichtefunktion
F

z  F

ph
z
n


n
z  n

n

und nach Rcktransformation resultiert die Dichtefunktion der Erlangverteilung
ft 
nnt
n 
n  
e
 nt

Eine ausfhrliche Darstellung dieser Vorgehensweise ndet sich auf den Seiten
  bei Kleinrock  
Die Dichtefunktion der Erlangverteilung ist in Abbildung  fr einige Werte von
n dargestellt Aus dieser Abbildung und aus Gleichung  ist zu erkennen da

mit n    die Exponentialverteilung als Spezialfall der Erlangverteilung darge
stellt werden kann Mit gro
en Werten von n knnen taktfrmige Bedienzeiten
beliebig gut approximiert werden Aufgrund der Ganzzahligkeit von n ist jedoch
die Approximation von Verteilungen deren Variationskoezient zwischen  
p


und  liegt nicht gut mglich Weiterhin ist eine Darstellung von Verteilungen
mit Variationskoezienten 	   berhaupt nicht mglich Dies fhrt zu der im
bernchsten Abschnitt beschriebenen Hyperexponentialverteilung
Sinngem
 gelten die obigen Ausfhrungen auch fr Zwischenankunftszeitvertei
lungen wobei hier t
an
und  an die Stelle von t
ab
und  treten

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Abbildung  Dichtefunktionen von Erlangverteilungen mit n    
  und  
Phasen
Die Hypoexponentialverteilung
Die Hypoexponentialverteilung ist eine Verallgemeinerung der Erlangverteilung
bei der die Bedienzeiten in den Phasen nicht mehr die gleichen Parameter besitzen
mssen
Die Dichtefunktion ist wie bei der Erlangverteilung als Summe von unabhn
gigen Zufallsvariablen darzustellen Damit ist es mglich ber den Weg einer
Laplacetransformation der Dichtefunktionen der Phasen die Dichtefunktion der
Hypoexponentialverteilung zu bestimmen
Der Wertebereich der Variabilitt einer Hypoexponentialverteilung liegt zwischen
 und  kann jedoch im Gegensatz zur Erlangverteilung beliebig in diesem In
tervall variiert werden
Die Hyperexponentialverteilung
Mit Hilfe von Hyperexponentialverteilungen knnen Verteilungen mit Variablili
tten c

	   auf der Basis von Exponentialverteilungen approximiert werden
Wird als Bedienzeit unter n verschiedenen Exponentialverteilungen jeweils eine
mit gegebener Wahrscheinlichkeit q
j
ausgewhlt so entsteht eine Hyperexponen
tialverteilung siehe Abbildung 
Der Erwartungswert Et
ab
 der Funktion ist durch Gewichtung der jeweiligen
Mittelwerte t
phi
  
i
mit der zugehrigen Auswahlwahrscheinlichkeit q
i
der
Phase zu ermitteln
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Abbildung  Modell einer Hyperexponentialverteilung mit n   Phasen
Et
ab
 
n
X
i 
q
i
t
phi
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Die Dichtefunktion entsteht aus der berlagerung der Dichtefunktionen der Pha
sen ebenfalls mit der zugehrigen Wahrscheinlichkeit gewichtet
ft
ab
 
n
X
i 
q
i

i
 e
 
i
t
ab

Mit Hilfe des Mittelwerts und der Dichtefunktion wird die Varianz zu
V art
ab
  

n
X
i 
q
i


i

 



bestimmt Der aus Mittelwert und Varianz resultierende Variationskoezient
c
ab

v
u
u
t



n
X
i 
q
i


i
   
ist stets gr
er als 
Vergleicht man das Bild einer Hyperexponentialverteilung mit dem einer Expo
nentialverteilung siehe Abbildung  so stellt man fest da
 bei der Hyper
exponentialverteilung kleine Werte wahrscheinlicher sind als bei der Exponenti
alverteilung und da
 gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit fr gro
e Werte kleiner
als bei einer Exponentialverteilung ist
Die Standardabweichung der Hyperexponentialverteilung ist stets gr
er als der
Mittelwert woraus der bereits hergeleitete Variationskoezient gr
er als  re
sultiert Aus diesem Grunde wird die Hyperexponentialverteilung hug zur Ap
proximation von Verteilungen mit Variationskoezienten die gr
er als  sind
eingesetzt zB durch Khn  
Dabei mu
 jedoch beachtet werden da
 die Hyperexponentialverteilung von der
Gestalt her der Exponentialverteilung hnlich ist siehe auch Abbildung 
Weicht die zu modellierende Verteilung sehr von diesem Verlauf ab so sind die
erzielten Ergebnisse mit Vorsicht zu bewerten

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Abbildung  Vergleich einer Exponentialverteilung f    mit einer
Hyperexponentialverteilung gleichen Mittelwerts erkennbar an
f     mit zwei Phasen und den Parametern q

 	 q


 	 

  	 

 
	
Die Cox	Verteilung
Durch Hintereinanderschaltung von n exponential verteilten Phasen mit ver
schiedenen Parametern 
i
 i        n entsteht die CoxVerteilung sofern mit
Wahrscheinlichkeit   q
i
die Bedienung nach der iten Phase beendet wird sie
he Abbildung  Die Anzahl der Phasen wird auch zur Beschreibung der
CoxVerteilung verwendet so bedeutet beispielsweise CoxVerteilung kurz C


Verteilung da
 es sich um eine CoxVerteilung mit zwei Phasen handelt
Der CoxVerteilung liegt die Vorstellung zugrunde da
 eintreende Kunden eine
Phase durchlaufen um dann mit einer bekannten Wahrscheinlichkeit q

zumin
dest fr eine weitere Phase im System zu verweilen oder mit der Wahrschein
lichkeit    q

das System zu verlassen Diese Entscheidungen wird nach jeder
Phase i  
     n mit den Wahrscheinlichkeiten q
i
wiederholt bis der Kunde
das System verl
t
Der resultierende Mittelwert der Bedienzeitverteilung kann bestimmt werden in
dem fr jede Phase i die Phasenbedienzeit t
phi
  
i
mit der Wahrscheinlichkeit
ihres Auftretens gewichtet wird
Et
ab
 
 



n
X
i 

 

i

i
Y
j 
q
j 


Aufbauend auf dem zweiten Moment welches mit Hilfe der erwarteten quadrier
ten Gesamtbedienzeit in allen Phasen bestimmt wird

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1 2 3
Bedienstation
tph,1 tph,2 tph,3
q1 q2
1-q1 1-q2
Abbildung  Modell einer CoxVerteilung mit n   Phasen
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kann anschlie
end die Varianz der Verteilung aus
V art
ab
  Et

ab
 Et
ab



berechnet werden Es kann gezeigt werden siehe Chandy und Sauer  bzw
King   da
 mit Hilfe der CoxVerteilung alle Verteilungen die eine rationa
le LaplaceTransformierte besitzen beliebig genau approximiert werden knnen
Insbesondere Erlang und Hyperexponentialverteilungen sind einfach darzustel
len
Die Schwierigkeit des praktischen Einsatzes der CoxVerteilung liegt in der Scht
zung der Parameter Bercksichtigt man die !hnlichkeit zur Erlang und Hyper
exponentialverteilung so kann einem Vorschlag von Chandy und Sauer   S
  folgend die Approximation wie folgt durchgefhrt werden
Fr c

ab
   wird als Basis eine Erlangverteilung unterstellt bei der nach der
ersten Phase mit Wahrscheinlichkeit    q

die Bedienung bereits beendet wird
Die Anzahl der Phasen ergibt sich dann wie bei der Erlangverteilung durch Auf
rundung auf die nchstgr
ere Zahl fr die
n  d
 
c

ab
e 
gilt Mit Hilfe einer Erlangverteilung knnen nur Variabilitten dargestellt wer
den die als rationale Zahl  n auszudrcken sind Fr Variabilitten in der Gr

enordnung von     c

ab
  
 kann dies eine erhebliche Ungenauigkeit be
deuten Dies kann mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit q

korrigiert werden Mit Hilfe
eines Minimierungsansatzes bestimmt sie sich zu
q

  

nc

ab
 n 

p
n

  nc

ab

c

ab
  n   

und die Bedienraten pro Phase seien

 Einzelelemente von Materialusystemen

i

n   q

  n   
Et
ab

i       n 
Die Benutzung mehrphasiger CoxVerteilungen als Ausgangspunkt fr die nach
folgende bedientheoretische Berechnung von Kennzahlen fhrt zu aufwendigen
Berechnungsvorschriften Die Nutzung von CoxVerteilungen dagegen ist we
sentlich einfacher Auch mit CoxVerteilungen kann bei geeigneter Wahl der
Verteilungsparameter q

 

und 

ein weiterer Bereich von Variabilitten c

ab
abgedeckt werden
Zur Schtzung der Parameter stehen die Gleichungen  bis  fr n  

zur Verfgung Sie stellen die Identitt von Mittelwert und Varianz der zu appro
ximierenden Verteilung und der sie approximierenden CoxVerteilung sicher
Da insgesamt drei Parameter zu bestimmen sind wird als zustzliche Bedingung
eingefgt da
 die Erwartungswerte der Verweilzeiten in den Phasen gleich gro

sein sollen
 


 q




Mit Hilfe des Erwartungswertes kann ein Ausdruck fr 

gewonnen werden
Et
ab
   

  

 q



 






 q



Durch Kombination von  und  ist es mglich 

zu eliminieren und
es ergibt sich nachstehender Ausdruck fr q


q







Statt die Varianzen zu vergleichen wird nachfolgend als gleichwertiges Ziel die
bereinstimmung der zweiten Momente verfolgt Hieraus resultiert ein nur noch
von den bekannten Parametern  und c abhngiger Ausdruck
Et
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 
 


   c

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
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  q
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Setzt man dieses Ergebnis in  ein so ergibt sich fr q


q


 
   c

ab

und fr 

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Die hier abgeleiteten Formeln zur Bestimmung geeigneter Parameter q

 

und


entsprechen nicht denjenigen die von Marie in  vorgeschlagen werden


 
 

 c

ab
und q

  
c

ab
 Wie leicht berprft werden kann
knnen diese Ausdrcke zu teilweise erheblichen Abweichungen von den zu ap
proximierenden Werten fhren 
   Das Bediensystem   kjC
n
j
Naheliegend wre als Erweiterung des BediensystemsM jM j  die Betrachtung von
Bediensystemtypen mit phasenverteilten Bedienzeiten wie zum BeispielM jE
n
j 
Wie in Abschnitt  gezeigt wird knnen jedoch genaue Ergebnisse fr mittlere
Wartezeit und mittelere Zahl der Kunden in der Warteschlange unter weniger
einschrnkenden Verteilungsannahmen gefunden werden
Die Bedeutung der Phasenverteilungen liegt in der Mglichkeit zustandsabhngi
ge Ankunfts und Bedienraten modellieren zu knnen Hierauf wird imKapitel 
zurckgegrien werden um Kennwerte fr geschlossene Bediensystemnetzwerke
zu berechnen
Am Beispiel des kjC

j Bediensystems kann das Vorgehen bei der Analyse
komplexerer Bediensysteme die mit Hilfe von Phasenverteilungen beschrieben
werden gut gezeigt werden Das Bediensystem ist charakterisiert durch einen zu
standsabhngigen Ankunftsproze
 bei dem die Ankunftsrate  eine Funktion der
bereits im Bediensystem bendlichen Zahl von Kunden k ist Der Bedienproze

sei durch eine CoxVerteilung dargestellt die jedoch die Besonderheit hat da

nur q

   sein kann Mit einer solchen CoxVerteilung knnen Verteilungen mit
Variationskoezienten gr
er und kleiner als  angenhert dargestellt werden
Der Zustandsraum eines solchen Bediensystems mit zwei Bedienphasen und zu
standsabhngigen Ankunftsraten ist in Abbildung  dargestellt Der Zustand
des Bediensystems sei in diesemFall durch einen zweidimensionalenVektor k l
T
dargestellt dessen erste Komponente die Anzahl von Kunden im Bediensystem
angibt Die zweite zeigt in welcher Phase der Bedienung sich der aktuell in der
Bedienstation aufhaltende Kunde bendet
Mit Hilfe des Zustandsdiagramms knnen die Gleichgewichtsgleichungen fr die
ses System aufgestellt und gelst werden so da
 die Zustandswahrscheinlichkeiten
pk l
T
 berechnet werden knnen
Die Gleichgewichtsgleichungen auch als stationre ChapmanKolmogorov Glei
chungen bekannt lauten fr k 	  
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Abbildung  Zustandsdiagramm eines Bediensystems kjC

j mit zwei Pha
sen und Ankunftsraten k    k 
 
k   pk      
n
X
j 
   q
j

j
pk    j  k  

 pk  

und
k   pk    j  q
j 

j 
pk j     k  
j
 pk j
j  
     n 
Sie werden ergnzt fr die Randzustnde k   
p 
n
X
j 
  q
j

j
p  j 
und q
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 
j
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Die Auswertung dieser Ausdrcke kann jedoch sehr aufwendig werden sofern die
Anzahl der Phasen gro
 ist Eine gro
e Zahl von Phasen tritt bei der Modellierung
getakteter oder takthnlicher Bedienzeiten auf da wie bei der Erlangverteilung
die Abbildung kleiner Variationskoezienten eine gro
e Zahl von Phasen not
wendig macht
Marie hat jedoch gezeigt siehe  und   da
 es mglich ist die Zustands
wahrscheinlichkeiten fr eine konstante Anzahl von Kunden zu kumulieren
pk 
n
X
l 
pk l 

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und zustandsabhngige Bedienraten k die nur noch von der Zahl der Kunden
im Bediensystem abhngig sind als
k 
P
n
l 
  q
l

l
pk l
pk

zu denieren um anschlie
end die Gleichgewichtsgleichungen fr die kumulierten
Wahrscheinlichkeiten zu lsen
pk  n  k     pk    k    
    
Die obenstehende Gleichung entspricht den Gleichgewichtsgleichungen der so
genannten Geburts und Sterbeprozesse und ist strukturell identisch mit Aus
druck  Bei einer endlichen Zahl k
limit
mglicher Zustnde wie zB im
Falle von k   k 	 k
limit
 ist die Lsung deshalb gleichartig und lautet
pk  p
k
limit
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P
k
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Die Anwendung der Phasenverteilungen zur Abbildung des Bedienprozesses setzt
voraus da
 die k bestimmt werden knnen Hierfr hat Marie in  ausge
fhrt wie fr Cox Verteilungen Erlangverteilungen und Coxn Verteilungen die
Raten  zu bestimmen sind Die grundstzliche Vorgehensweise soll am Beispiel
der CoxVerteilung dargestellt werden
Zur Vereinfachung der Notation wird ein Wahrscheinlichkeitskoezient cn j 
pn jp eingefhrt der die relative Wahrscheinlichkeit eines Phasenzustandes
im Verhltnis zur Wahrscheinlichkeit des leeren Systems angibt
Die Gleichung  kann mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitskoezienten zu nach
stehendem Ausdruck umgeformt
ck   
k  

q



 ck 
 
k   
q



 ck    
 k 	   
und mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitskoezienten kann  zu
k 


q

ck    

ck 

ck    ck 



ck  
ck 




 k
k 

q


vereinfacht werden
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Fr den Fall einer Cox Verteilung sind die Gleichungen  und  schlie

lich zu
k 
k

  q

  



k  

 

  k   
k 	   
zusammenzufassen Fr den besonderen Fall der Bedienraten   ist aus der
Gleichung  in gleicher Weise
c    
   


q



c  
 
abzuleiten Dies Ergebnis fhrt anschlie
end zu dem gesuchten Ausdruck fr  
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  Modellierung des Ausfalls und Reperaturverhaltens
eines FTS mit Hilfe des Bediensystems   kjC
n
j
Das kjC
n
j Bediensystem hat neben seiner Verwendung bei der approximati
ven Berechnung geschlossener Bediensystemnetzwerke vor allem eine Bedeutung
bei der Modellierung von Reparaturproblemen Dies soll an einem Beispiel erlu
tert werden
Eine FTSAnlage verfge ber K "  Fahrzeuge bei denen angenommen wird
da
 die Zeit in der ein Fahrzeug ungestrt im Einsatz ist exponential verteilt mit
dem Erwartungswert Et
f
   
h ist Tritt eine Strung auf so sei angenom
men da
 die Zeitdauer vom Eingang der Meldung bis zur Wiederinbetriebnahme
des Fahrzeuges im Mittel  Stunden dauert Die Variabilitt c

ab
der Reparatur
dauer betrage  dh die Varianz der Reparaturdauer sei h

 Fr die Reparaturen
ist whrend der Betriebszeit jeweils eine Person zustndig sind also zwei Fahrzeu
ge ausgefallen so mu
 zunchst das erste ausgefallene Fahrzeug repariert werden
bevor mit dem zweiten Fahrzeug begonnen wird
Der Betriebsdurchsatz der Anlage kann noch erreicht werden wenn  Fahrzeuge
betriebsbereit sind Es stellt sich nun die Frage mit welcher Wahrscheinlichkeit
mindestens  Fahrzeuge betriebsbereit sind
Diese Frage kann beantwortet werden indem die defekten Fahrzeuge als Kunden
modelliert werden die die Bedienstation Reparatur bentigen Die defekten
aber noch nicht in Reparatur bendlichen Fahrzeuge stellen die Warteschlange
mit der Lnge N
w
dar Zusammen mit dem gerade eben reparierten Fahrzeug
sind k Fahrzeuge im Bediensystem Reparatur
Die Ankunftsrate der Fahrzeuge an dem Bediensystem ist von der Zahl der un
gestrten Fahrzeuge K  k abhngig und hat pro intaktem Fahrzeug die Rate
    
h

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Die Ankunftsrate ist in dem betrachteten Beispiel zustandsabhngig da nur die
intakten Fahrzeuge ausfallen knnen Die zustandsabhngige Ankuftsrate repa
raturbedrftiger Fahrzeuge betrgt damit
k  K  k
 
Et
f

    k
 
 
h

Die Abbildung des Reparatur bzw Bedienprozesses ist mit Hilfe der obigen
Angaben nur nherungsweise mglich da die Verteilungsform nicht bekannt ist
Bei einer Variabilitt von c

ab
 
 bietet sich eine Modellierung der Reparatur
zeitverteilung als CoxVerteilung an Der Mittelwert der Bedienzeit betrgt 
Stunden was einer Bedienrate von    
 entspricht
Vor dem Beginn der Berechnung sind die Parameter der CoxVerteilung zu scht
zen Mit Hilfe der Formeln  bis  werden folgendeWerte ermittelt siehe
auch Tabelle  




   

    


 
  
q


 
    


 
  


 
   
   
Die Ankunftsraten k defekter Fahrzeuge sind mit  zu bestimmen Mit
Hilfe von  und  werden anschlie
end die von k abhngigen Bedienraten
berechnet Im nchsten Schritt sind die Terme von  und  auszuwerten
Werte fr c

ab
 
 Werte fr c

ab
  
k k k
k 
k
Q
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j
pk pk
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Tabelle  Berechnung der Wahrscheinlichkeit pk in Reparatur bendlicher
Fahrzeuge
Die Berechnung zeigt da
 mit einer Wahrscheinlichkeit von # drei und mehr
Fahrzeuge defekt in Reparatur oder auf Reparatur wartend sind so da
 der

 Einzelelemente von Materialusystemen
Durchsatz in dieser Zeit nicht erbracht werden kann Gelingt es jedoch die Va
riabilitt bzw die Varianz der Reparaturzeit entscheidend zu verringern auf
c

   dann verringert sich die Wahrscheinlichkeit da
 sich mehr als k 
 
Fahrzeuge au
er Betrieb benden auf # obwohl die durchschnittliche Aus
fallrate und Reparaturdauer gleich geblieben sind
 Littles Gesetz
Als Voraussetzung fr eine weitere Verallgemeinerung der Modelle soll Littles
Gesetz das bereits in Abschnitt  fr die operationelle Analyse gezeigt wurde
fr stochstische Bediensysteme hergeleitet werden
Die Beobachtung da
 die Verweilzeit der Kunden im System und die Zahl der
Kunden im System zueinander proportional sind wurde schon vor lngerer Zeit
gemacht Den Zusammenhang zu beweisen und den Proportionalittsfaktor zu
bestimmen gelang JD Little bereits    Eine einfachere Herleitung in
Anlehnung an King  soll die Zusammenhnge hier erlutern
Analog zu den Beobachtungen der operationellen Analyse sei At die Zahl der
Anknfte bis zum Zeitpunkt t und Ct die Zahl der Abgnge aus einem Bedien
system bis zu eben diesem Zeitpunkt Die Zahl V t der Kunden die sich zum
Zeitpunkt t im Bediensystem benden l
t sich als Dierenz
V t  At Ct 
bestimmen
Kumuliert man die insgesamt von allen Kunden bis zum Zeitpunkt t im System
verbrachte Zeit so ergibt sich
T
v
t 
Z
t

V sds 
Mittelt man durch Division mit der Anzahl Kunden die diese Verweilzeit aufge
bracht haben so resultiert die mittlere Verweilzeit t
v
t als
t
v
t 
T
v
t
At

Die mittlere Zahl Nt von Kunden im System bis zum Zeitpunkt t l
t sich
ebenfalls mit Hilfe von V t berechnen
Nt 
 
t
Z
t

V sds 

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Mit einer bis t gemittelten Ankunftsrate t  Att folgt
tt
v
t 
At
t
R
t

V sds
At

 
t
Z
t

V sds  Nt 
Falls sich das System immer wieder leert was fr     der Fall ist kann fr
obigen Ausdruck fr t ein Grenzwert
t
v
 N 
bestimmt werden
Die gleiche Betrachtung kann fr alle Abschnitte des Bediensystems angestellt
werden So ergibt sich fr die Wartezeit t
w
und die Zahl der Elemente in der
Warteschlange N
w
entsprechend
t
w
 N
w

Stellt man die Betrachtung fr die Zahl der Elemente in der Bedienstation an so
resultiert
t
ab
 
 

  
was in bereinstimmungmit der bereits getroenen Denition fr die Auslastung
des Bediensystems gilt
Fr EinkanalBediensysteme entsteht aus  und  eine im Folgenden noch
hug gebrauchte Beziehung fr die Zusammensetzung der Anzahl Kunden im
System
t
v
 t
w
 t
ab

 t
v
 t
w
 t
ab

 N  N
w
  
Zur Herleitung von Littles Gesetz wurden nur wenige Annahmen ber die Exi
stenz des Grenzwertes bentigt In der MOnographie von King  wird gezeigt
da
 Littles Gesetz einen sehr weiten Geltungsbereich hat Die durchaus kon
struierbaren Ausnahmen sind jedoch aufgrund der endlichen Ausprgungen der
Zeiten im Material	u
bereich dort nicht relevant Weiterhin l
t sich belegen
da
 die oben getroenen Aussagen fr die Verweilzeit auch auf oene Bediensy
stemnetzwerke ausgedehnt werden knnen denn auf spezielle Eigenschaften eines
einzelnen Bediensystems mu
te nicht zurckgegrien werden

 Einzelelemente von Materialusystemen
 Das Bediensystem M jGj FCFS
Die in Abschnitt  getroene Annahme da
 die Bedienzeiten einer Exponenti
alverteilung gehorchen ist in der Praxis nur selten verizierbar Zu ersten prak
tisch verwertbaren Abschtzungen fr Wartezeit und Warteschlangenlnge kann
man durch geeignete Anwendung des M jGj Bediensystemes kommen Hier liegt
ein MarkovProze
 bezglich der Anknfte vor Die Bedienzeitverteilung wird
durch eine generelle nur durch Mittelwert und Varianz festgelegte Verteilung be
schrieben Damit knnen beispielsweise Material	u
elemente wie Verzweigungen
abgebildet werden die fr die verschiedenen Richtungen nur wenige annhernd
diskrete Bedienzeiten erzeugen siehe Abbildung   Die im Mittel vor einem
solchen Element auftretenden Warteschlangen knnen mit Hilfe der Pollazek
Khintchine Formel bestimmt werden die in den nchsten Abschnitten hergeleitet
wird
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Abbildung  Teilstetiges Verzweigungselement fr zwei Richtungen und seine
Bedienzeitverteilung
Zur Herleitung der Wartezeit an einemM jGj Bediensystem betrachten wir einen
Kunden der das System in seinem Durchschnittszustand antrit Dies ist zuls
sig da der Ankunftsproze
 ein MarkovProze
 ist und deshalb die Kunden in
ihrer Gesamtheit das System in einem Durchschnittszustand erleben PASTA
Theorie bewiesen von Wol  
Ein eintreender Kunde nde bei seiner Ankunft n 
  Kunden wartend und
einen in Bedienung vor Bis seine Bedienung beginnt mu
 also die Restbedienzeit
t
r
des gerade in Bedienung bendlichen Kunden und die gesamte Abfertigungszeit
t
ab
 t
ab
     t
abn
der vor ihm eingetroenen Kunden verstrichen sein Die

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Restbedienzeit tritt allerdings nur mit der Wahrscheinlichkeit    p   auf
also mit der Wahrscheinlichkeit da
 die Bedienstation auch belegt ist
Die Wartezeit t
w
des ankommenden Kunden l
t sich damit als
t
w
   pt
r

n
X
i 
t
abi

berechnen
Nun erfolgt der bergang zu Mittelwerten Zur besseren Unterscheidung werden
fr diesen Abschnitt die mittlereWartezeit mit

t
w
und die mittlere Restbedienzeit
mit

t
r
bezeichnet Nach diesembergang ist der Zusamenhang aus Ausdruck 
mit Hilfe der mittleren Restbedienzeit

t
r
als

t
w
   p

t
r
N
w
Et
ab
 
zu beschreiben Durch Anwendung von Littles Gesetz  und Einsetzen von
    p resultiert

t
w
 

t
r
 

t
w
Et
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 
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r
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t
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  

Fr ein M jM j Bediensystem wre diese Gleichung leicht zu lsen denn der Er
wartungswert der Restbedienzeit t
r
betrgt dort aufgrund der MarkovEigenschaft
immer   Im Falle allgemein verteilter Bedienzeiten ist eine nur wenig aufwen
digere berlegung notwendig
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Abbildung  Verlauf der Restbedienzeit
Bei der Betrachtung der jeweiligen Restbedienzeiten t
r
ber der Zeit siehe Abbil
dung  knnen die Brachperioden Bedienstation leer vernachlssigt werden
da hierfr die Restbedienzeit bereits mit  gewichtet wurde Die mittlere Rest
bedienzeit ndet man als Quotienten aus der Flche F unter der Kurve und dem
Betrachtunsgzeitraum T  Aufgrund des Sgezahnverlaufes ist die Flche F fr m
bediente Kunden als

 Einzelelemente von Materialusystemen
F 
m
X
i 
t

abi



zu berechnen Whrend der Bedienung der m Kunden ist die Bedienstation
T 
m
X
i 
t
abi

Zeiteinheiten aktiv gewesen Somit ergibt sich als mittlere Restbedienzeit eines
zu einem beliebigen Zeitpunkt eintreenden Kunden

t
r

P
m
i 
t

abi


P
m
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t
abi

Nach Grenzbetrachtung fr einen unendlich langen Beobachtungszeitraum erhlt
man
t
r

Et

ab


  Et
ab


Durch Einsetzen in Gleichung  resultiert
t
w

Et

ab


Et
ab
  


mit der Variabilitt
c

ab

V art
ab

E

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

Et

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
E

t
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
  
t
w

Et
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  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
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

  
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Mit Anwendung von Littles Gesetz knnen ebenfalls N
w
N
w



   c

ab


   

und N
N  


   c

ab


   

bestimmt werden Diese Formel ist als die PollazekKhintchine Formel fr die
mittlere Zahl der Kunden im Bediensystem bekannt

 Das BediensystemM jGj 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Abbildung  Verlauf der mittleren Zahl von Kunden im Bediensystem fr ein
M jGj Bediensystem mit Variabilitten c

ab
 f   
 g
Die Variabilitt zur Beschreibung der Streuung einer stochastischen Gr
e hat
den Vorzug durch den Vergleich mit dem Mittelwert eine gegen Transforma
tionen zB der Zeiteinheit unempndliche Gr
e zu sein Weiterhin ist durch
den Vergleich mit den bekannten Variabilitten c

ab
  eines deterministischen
Prozesses und c

ab
   einer exponentialverteilten Gr
e eine berschlgige Ein
ordnung eines stochastischen Prozesses mglich
In Abbildung  ist zu sehen welche wichtige Rolle der Variabilitt bei der
Bestimmung der Anzahl wartender Kunden zukommt Der enge Abstand der
Kurven darf nicht darber hinweg tuschen da
 sich zB bei konstanter Ausla
stung     die mittlere Zahl der Kunden im System von N   auf N   
mehr als verdoppelt wenn sich die Variabilitt von c

ab
   auf c

ab
  erhht
  Modellierung von Verzweigungselementen mit Hilfe
von M jGjBediensystemen
Mit Hilfe von M jGj Bediensystemen knnen bereits realistische Kennwerte fr
einzelne Material	u
elemente berechnet werden Wie bereits in der Einleitung
dargestellt kann mit Hilfe eines M jGj Bediensystem die mittlere Wartezeit an
einem teilstetigen Verzweigungselement siehe Abbildung  bestimmtwerden
Die Spielzeiten also die Zeit die fr das Passieren der Verzweigung und das bei

 Einzelelemente von Materialusystemen
der unstetigen Richtung notwendige Rckfahren des Verschiebewagens bentigt
wird stellen in diesem Fall die Bedienzeiten dar
In einemBeispiel zu nden bei Arnold   S   betrgt der Grenzdurchsatz
in die unstetige Richtung   Frdeinheiten pro Stunde FEh die Bedienzeit
fr die Frdereinheiten die in Richtung  verzweigt werden dauert demzufolge
 Sekunden Fr die stetige Richtung  betragen die entsprechenden Werte 
FEh und  Sekunden
Es sollen jeweils im Mittel  FEh in Richtung  und  FEh in Richtung 
verzweigt werden Unter der Annahme exponentialverteilter Zwischenankunfts
zeiten sind nun Kennwerte fr die mittlere wartende Anzahl Frdereinheiten und
die mittlere Wartezeit zu bestimmen
Im bedientheoretischen Modell betrgt die Ankunftsrate
   	 FEh 
 FEh   FEh
Mit den Anteilen  fr Richtung  und  fr Richtung  ergibt sich eine
mittlere Bedienzeit von   	 Sekunden 
   
 Sekunden    Sekunden
was einer Bedienrate   
  FEh gleich kommt Dies entspricht einer Aus
lastung von    
Das zweite Moment kann aus   	

Sekunden

 
   


Sekunden

zu
 
 Sekunden

bestimmt werden Damit ergibt sich eine Variabilitt der Be
dienzeit c

ab
   


Durch Einsetzen dieser Werte in  kann die mittlere Anzahl wartender
Frdereinheiten als N
w
   FE und mit Hilfe von Littles Gesetz die mittlere
Wartezeit als 		 Sekunden berechnet werden
Obwohl diese Werte je nach Auslegung der Frdereinrichtungen noch beherrsch
bar zu sein scheinen gengt eine Erhhung der Ankunftsrate fr Richtung  um
 # auf  FEh um wahrscheinlich einen kritischen Zustand herbeizufhren
denn die Werte fr N
w
    FE und t
w
  Sekunden steigen trotz einer
Erhhung der gesamten Ankunftsrate um lediglich  # auf ungefhr fnache
Werte
Der gleiche nachteilige Eekt tritt auch dann ein wenn durch eine technische Ver
nderung des Verzweigungselementes die Variabilitt der Bedienzeiten ansteigt
selbst wenn die Auslastung konstant bleibt
   Losgr	enoptimierung mit Hilfe eines
M jGjBediensystems
Das nachfolgende Anwendungsbeispiel zeigt welche Ein	sse operative Entschei
dungen hier die Losgr
enplanung auf die Aufgaben und Randbedingungen der
Material	u
planung hier die Flchen und Puerplanung haben und wie die

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Losgr
enplanung Durchlaufzeiten und Bestnde beein	u
t
Kern bedientheoretischer Modelle ist die Abbildung von Ressourcenkonkurrenz
und die daraus resultierenden Folgen fr Verweil und Wartezeiten Dies macht
es mglich bedientheoretische Modelle zur Analyse der Auswirkungen von Los
gr
enentscheidungen auf den Bestand und damit den Puerbedarf einer Werk
stattfertigung zu benutzen
Exemplarisch sei eine einzelne Bearbeitungsmaschine betrachtet die einen Bear
beitungsschritt durchfhrt der typischerweise etwa in der Mitte eines Arbeits
planes auftritt Auf dieser Maschine sollen P verschiedene Produkte bearbeitet
werden deren Bedarfe d
h
h        P im Dispositionszeitraum T
d
bekannt
sind Fr die Produkte sind die jeweiligen Stckbearbeitungszeiten t
bh
und die
reihenfolgenunabhngigen Rstzeiten t
rh
bekannt Die Rstzeiten fallen genau
einmal zu Beginn der Fertigung eines neuen Loses des Produktes h an Die Fer
tigung eines Produktes erfolgt in Losen stets gleicher Gr
e l
h

Im Rahmen der Losgr
enplanung die eine Teilaufgabe der Produktionsplanung
darstellt siehe Gnther und Tempelmeier   S  ist darber zu entschei
den welche Stckzahl l
h
bei einer Au	age eines Produktes auf dieser Maschine
gefertigt werden soll
Die nachfolgende Modellierung der Fertigungsmaschine als Bediensystem unter
stellt da
 ein Los durch einen Kunden des Bediensystems reprsentiert wird
Die Parameter des bedientheoretischen Modells mssen aus der Losgr
enent
scheidung und den zugehreigen Mengengersten abgeleitet werden Hierzu wird
zuerst die Losbearbeitungszeit ermittelt
Bei nicht unterbrochener Fertigung resultiert aus der Stckzahlentscheidung eine
Losbearbeitungszeit
t
lh
 t
rh
 l
h
 t
bh

sowie eine produktspezische Ankunftsrate

h
 d
h
l
h

Die Ankunftsrate  an der Bearbeitungsmaschine ergibt sich als Summe der pro
duktspezischen Ankunftsraten
 
P
X
h 

h

Es sei im weiteren unterstellt da
 die Zwischenankunftszeiten exponentialverteilt
sind In Abschnitt  wird gezeigt da
 diese Annahme als Arbeitsgrundlage
akzeptabel ist

 Einzelelemente von Materialusystemen
Nachdem der Ankunftsproze
 der Fertigungslose beschrieben ist sind nun die
Parameter des stochastisch modellierten Bedienprozesses zu ermitteln Der Anteil
p
h
der Lose fr Produkt h am Gesamtstrom ist durch
p
h


h


gegeben und kann zur Bestimmung der mittleren Losbearbeitungszeit dienen
Diese mittlere Losbearbeitungszeit entspricht dem Erwartungswert der Bedien
zeit
Et
ab
 
P
X
h 
p
h
 t
lh

Gleicherma
en ist das zweite Moment der Bedienzeit als
Et

ab
 
P
X
h 
p
h
 t

lh

zu berechnen
Die Auslastung des Bediensystems ist durch
 


   Et
ab
 
zu ermitteln
Damit sind alle Informationen bereitgestellt die zur Ermittlung der mittleren
Wartezeit an dem Bediensystem mit Hilfe von Ausdruck  bentigt werden
Mit diesem Modell lassen sich auch die Auswirkungen einer Losgr
envernde
rung auf den Fertigungsbestand darstellen
Es sei

l  l

 l

     l
P

T
der transponierte Vektor der Losgr
en an der betrach
teten Bearbeitungsmaschine Es sei angenommen da
 die Losgr
en l

     l
P 
fest seien und die Losgr
e von Produkt P verndert werde
Zur Vereinfachung der Darstellung seien

Et
ab


Et

ab


 und  die auf die Pro
dukte mit festgehaltenen Losgr
en bezogenen Gr
en
Diese Gr
en sind wie folgt deniert
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Die durchschnittliche Losgr
e dieser Produkte sei

l
Die Ankunftsrate 
P
von Losen des Produktes P in Abhngigkeit von der Los
gr
e ist durch

P

d
P
l
P

beschrieben Damit ist auch die Ankunftsrate insgesamt von l
p
abhngig
 

 
d
P
l
P

Der Anteil p
P
der Lose von Produkt P in Abhngigkeit von l
p
ist durch
p
P

d
P
l
P

 d
P
l
P

darzustellen
Zur Analyse der Ein	sse werden   und  erweitert
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Damit ist die Wartezeit in Abhngigkeit von l
P
auch ausdrckbar als
t
w
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Mit Hilfe von Littles Gesetz kann aus der Wartezeit auf die mittlere Anzahl
wartender Auftrge geschlossen werden
N
w
 t
w
 
 t
w
 
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P
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P
 
Der Gesamtbestand von Auftrgen an der Maschine n resultiert schlie
lich aus
N  N
w
  
Mit Hilfe dieses Ergebnisses kann das klassische optimale Losgr
enmodell nach
Harris und Wilson bzw Andler siehe zB Hillier und Lieberman   S  
welches Rstkosten K
r
 mit Hilfe des Rstkostensatzes k
r
durch
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 Einzelelemente von Materialusystemen
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abbildet und Lagerhaltungskosten K
l
des Fertigproduktes mit dem Lagerkosten
satz k
l
K
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
bewertet erweitert werden Greiling zeigt in  siehe auch Drrsam Furmans
und Greiling   da
 eine sinnvolle Erweiterung der Kostenfunktion durch Be
rcksichtigung der Fertigungsbestnde mglich ist Hierzu wird mit k
f
ein Ko
stensatz pro Einheit eines der Produkte       P eingefhrt In ihm sind die
fertigungsbestandsabhngigen Kosten wie zB Kapitalbindung Flchenkosten
Verschrottungsrisiko etc abgebildet Der Kostensatz knnte produktspezisch
vereinbart werden zur Vereinfachung der nachfolgenden Darstellung wird jedoch
ein ber alle Produkte einheitliche Kostensatz unterstellt
Die Kosten der Fertigungsbestnde sind damit durch
K
f
 k
f
N    p
P


l  p
P
l
P
 
bestimmt
Die Ermittlung der Kosten ist nur im Bereich zulssiger Lsungen sinnvoll also
dann wenn     gilt Bedingung fr die Existenz zulssiger Lsungen ist da

die Auslastung zumindest bei sehr gro
en Losgr
en unter den Wert  fllt was
gleichbedeutend damit ist da
 ein Grenzwert lim
l
P

    existiert Au
erdem
ist in einem Los mindestens eine ganze Einheit eines Produktes herzustellen
Falls eine gltige Lsung existiert ist die Bestimmung der unteren Grenze des
Denitionsbereiches folglich mit
l
Pmin
 maxf
d
P
 t
r
 



Et
ab
 d
P
 t
b
  g 
vorzunehmen
Der Verlauf der Gesamtkostenfunktion in Abhngigkeit von der Losgr
e l
P
des
zu betrachtenden Produktes hat im allgemeinen einen konvexen Verlauf Der
Darstellung in Abbildung  liegen die in Tabelle  aufgefhrten Parameter
zugrunde
Fr das klassische Losgr
enproblem ist bekannt da
 die Summe aus K
l
 K
r
konvex ist und ein eindeutiges Minimum besitzt Fr K
f
kann gezeigt werden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Tabelle  Parameter des Losgr
enmodells
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Abbildung  Verlauf der Kostenfunktionen K K
r
 K
l
und K
f
fr zwei Pro
dukte mit den Parametern aus Tabelle 
da
 der Grenzwert der  Ableitung fr l
P
 l
Pmin
negativ und der Grenz
wert der  Ableitung fr l
P
  positiv ist Daraus folgt da
 mindestens ein
echtes Minimum existiert Es ist noch nicht gelungen die Existenz eines eindeuti
gen Minimums nachzuweisen Zahlreiche Optimierungsversuche mit variierenden
Startwerten haben jedoch immer zum gleichen Ergebnis gefhrt Es ist kein Fall

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bekannt bei dem zwei verschiedene Minima gefunden wurden siehe hierzu Grei
ling   Anhang A
In den meisten praktischen Anwendungsfllen sind fr alle oder zumindest fr
sehr viele Produkte die Losgr
en frei bestimmbar Aus diesem Grund ergibt sich
ein mehrdimensionales nichtlineares Optimierungsproblem Der Lsungsraum
mit seiner Zielfunktion kann fr Probleme mit zwei Produkten noch graphisch
dargestellt werden Aufgrund der anzunehmenden Konvexitt des Lsungsraumes
bietet sich eine Suche nach dem Gradientenverfahren siehe zB Hillier und Lie
berman   S  an Dabei wird ausgehend von einem Startvektor l

 l


T
jeweils ein Schritt in Richtung des Gradienten gemacht Nach diesem Schritt wird
der neue Zielfunktionswert ermittelt Ist dieser im Vergleich zum vorherigen Wert
verbessert wird der Gradient erneut bestimmt und ein weiterer Schritt in dessen
Richtung vorgenommen Das Verfahren terminiert wenn die Verbesserung des
Zielfunktionswertes unterhalb eines vorher bestimmten Schwellwertes liegt
Fr die Flchen und Layoutplanung werden neben den Flchenbedarfen und ge
gebenenfalls Abmessungen der Betriebsmittel einschlie
lich der Wartungs und
Zugangs	chen sowie den Flchen fr Wege auch die Puer	chen in der Ferti
gung fr halbfertige Produkte bentigt
Mit Hilfe der bedientheoretisch ermittelten mittleren Zahl von Losen in der War
teschlange knnen diese Flchenbedarfe zumindest als Mittelwerte nherungswei
se bestimmt werden siehe auch Furmans   Hierfr ist fr jedes Produkt mit
Hilfe der ermittelten oder vorgegebenen Losgr
e l
h
die notwendige Behltergr
e
und anzahl zu bestimmen Darauf aufbauend kann der erwartete Flchenbedarf
a
h
pro Los des Produktes h bestimmt werden
Die Zusammensetzung der Warteschlange ist proportional zu den Anteilen p
h
der
Produkte am Gesamt	u
  durch das Bediensystem Der mittlere Flchenbedarf
A
h
fr alle Lose des Prouktes h in der Warteschlange betrgt somit
A
h
 N
w
 a
h
p
h

und der mittlere Gesamt	chenbedarf fr den Bestand an unbearbeiteten Auf
trgen ist mit
A
gesamt

P
X
i 
A
h

zu bestimmen
Ein Ansatz fr eine genauere Bestimmung des Flchenbedarfs unter Bercksichti
gung verschiedener Puerkongurationen und der Wahrscheinlichkeitsverteilung
fr die Zahl der Lose in der Warteschlange wird mit Hilfe von zeitdiskreten Be
diensystemen durch Furmans und Zillus in  dargestellt
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  Das M jGj Bediensystem mit Prioritten
Es gibt zahlreiche Versuche durch die Einfhrung von Priorittsregeln die Reak
tionszeit oder Durchlaufzeit eines Material	u
systems zu verkrzen oder andere
Kenngr
en zu verbessern Mit Hilfe einfacher auf dem M jGj Bediensystem
basierenden berlegungen l
t sich zeigen da
 die Auswirkungen von Priori
ttsregeln einigen Grundregeln gengen mssen
Die nachfolgenden Betrachtungen beschrnken sich auf Priorittsregeln die ar
beitserhaltend sind dh auch bei Unterbrechung der Arbeit geht die bereits ge
leistete Arbeit nicht verloren Die Eigenschaft arbeitserhaltend sei wie folgt de
niert
Denition  Arbeitserhaltung Eine Priorittsregel ist arbeitserhaltend
wenn ein Kunde mit Bedienzeitbedarf t
ab
zum Zeitpunkt t im Umfang t
ab
bedient
wurde und dessen Restbedienzeit t
r
nach Unterbrechung noch t
r
 t
ab
    
betrgt
Zuerst wird die noch zu leistende Arbeit im System betrachtet Es zeigt sich
da
 diese von arbeitserhaltenden Reihenfolgeregeln nicht zu beein	ussen ist Die
Summe der Arbeitszeit die im Bediensystem zu einem Zeitpunkt t noch zu lei
sten ist bildet einen stochastischen Proze
 der mit fV tg bezeichnet sei

 V t
besteht aus der Restbedienzeit t
r
des gerade in Bedienung bendlichen Kunden
und der Summe der Bedienzeiten t
abi
der wartenden Kunden Ein beispielhafter
Verlauf von V t ist in Abbildung  gezeigt
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Abbildung  Verlauf der noch zu leistenden Arbeitszeit V t im Bediensy
stem Die Ankunftszeitpunkte der Kunden sind mit T

bis T


gekennzeichnet
Satz  Fr den Erwartungswert EV  der noch zu leistenden Arbeitszeit V t
in einem Bediensystem mit einer Bedienstation gilt
 
Der Variablenbezeichner V  t rhrt von der englischen Bezeichnung virtual work her
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EV   lim
t
R
t

V udu
t

sofern der Grenzwert existiert EV  ist gleich fr alle Reihenfolgen
Dies kann durch folgende berlegungen begrndet werden Beweis siehe King  
Die Abarbeitungsrate Steigung ist konstant und unabhngig von der Ankunfts
und Bearbeitungsreihenfolge Da die Zugangszeitpunkte unabhngig von der Ab
arbeitungsreihenfolge sind ist auch der Gesamtverlauf unabhngig von der Be
dienungsreihenfolge
Es ist noch anzumerken da
 EV  zwar unabhngig von der Reihenfolge ist die
Anzahl der Kunden in der Warteschlange allerdings sehr wohl durch die Reihen
folge beein	u
bar ist wie in Abschnitt  deutlich werden wird
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Abbildung  Verlauf des Beitrages eines Kunden zu V t
Wie ist EV  zu bestimmen In Abbildung  ist zu sehen welchen Beitrag
ein Kunde zu EV  vom System fordert Der Beitrag besteht aus dem gesamten
Arbeitsinhalt fr die Dauer der Wartezeit und der ber der Zeit abnehmenden
Restbedienzeit fr die Dauer der Abarbeitung
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Der Term t bildet als Fehlerterm die Restbedienzeit des noch in Bedienung
bendlichen Kunden ab Dividiert man  durch t um zu der Betrachtung von
Raten berzugehen und l
t t   streben dann strebt gleichzeitig auch die
Zahl der bedienten Kunden n gegen  Es resultiert nachstehender Ausdruck
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Der Term tt verschwindet da der Wertebereich von t begrenzt ist
Setzt man EV   t
w
 so kann aus  auch die PollazekKhinchine Formel
 hergeleitet werden
Welche Auswirkungen kann die Anwendung von Priorittsregeln haben Hierzu
werden die nachfolgenden Betrachtungen auf zwei Typen von Priorittsregeln
beschrnkt auf
unterbrechende

 dh den gerade in Bedienung bendlichen Kunden verdrn
gende und
nicht unterbrechende

 dh erst nach Beendigung der Bedienung des aktuellen
Kunden eingreifende
Regeln Au
erdem ist so vorausgesetzt da
 die Unterbrechungen arbeitserhal
tend seien
Die Kunden werden in durchnumerierte Klassen j    
    eingeteilt wobei die
Klasse   die hchste Prioritt besitzt Es sei p
j
die Wahrscheinlichkeit da
 ein ein
treender Kunde der Klasse j angehrt und die erwartete Bedienzeit Et
abj
 for
dert Der Erwartungswert der Bedienzeit Et
abges
 ber alle Klassen kann durch
Et
abges
 
X
j
p
j
Et
abj
 
berechnet werden Die partielle Auslastung des Bediensystems durch Kunden der
Klasse j ist als

j
 p
j
Et
abj
 
deniert Hieraus resultiert eine Gesamtauslastung von
  Et
abges
 
X
j

j

Die mittlere Anzahl von wartenden Kunden einer Klasse j die sich im System
bendet sei mitN
wj
bezeichnet und N
w

P
j
N
wj
sei die Gesamtzahl wartender
Kunden Et
wj
 ist die mittlere Wartezeit der Kunden der Klasse j und Et
w
 
P
j
p
j
t
wj
die mittlere Wartezeit aller Kunden im System
Kleinrocks Erhaltungssatz
Fr Bediensysteme mit Prioritten bei denen kein systematischer Zusammen
hang zwischen Bedienzeit und Wartezeit besteht also Et
w
 t
ab
  Et
w
Et
ab

gilt kann Kleinrocks Erhaltungssatz bewiesen werden

Im Englischen als preemptive kurz PRE bekannt und als solche in bersichten aufgefhrt

Im Englischen als nonpreemptive kurz NONPRE aufgefhrt
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Durch Erweiterung von N
wj
 Et
abj
 mit Hilfe von Littles Gesetz in der Form
N
w
 Et
w
 erhlt man
N
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Et
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  
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 Et
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 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als Ausdruck fr den durchschnittlichen Arbeitsvorrat fr Kunden der Klasse j
Der Erwartungswert EV  wie in Gleichung  beschrieben kann wie dort
aus zwei Komponenten jeweils eine fr den in der Warteschlange bendlichen
Teil EV
Warten
 und den in Bedienung bendlichen Teil EV
Bedienung
 zusammen
gesetzt werden
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Da EV  wie bereits in Satz  gezeigt unabhngig von der Reihenfolge der
Bearbeitung ist gilt
Satz  Kleinrocks Erhaltungssatz
EV
Warten
N
wj
Et
abj
 
X
j

j
t
wj

X
j
 t
wFIFO

falls die Erwartungswerte von t
w
und t
ab
voneinander unabhngig sind
Aus Kleinrocks Erhaltungssatz l
t sich ableiten da
 durch Priorisierungen die
nicht auf der Dauer der Bedienzeit beruhen keine Verkrzung der mittlerenWar
tezeit mglich ist Die Wartezeit wird lediglich zwischen den Klassen verschoben
Der Erwartungswert fr die mittlere Wartezeit bei Bediendisziplin FIFO kann
deshalb beispielsweise auf der Basis eines M jGj Bediensystems ermittelt wer
den Das Theorem gilt jedoch auch in allgemeineren Fllen die ber GjGj 
Bediensysteme hinausgehen siehe Kleinrock  
In den nachfolgenden beiden Abschnitten wird dargestellt werden wie sich die
Wartezeiten der einzelnen Klassen bei verschiedenen Priorisierungen verndern

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 
 M jGjBediensystem mit nicht unterbrechenden
Prioritten
In diesem Abschnitt wird die Wartezeit fr verschiedene Kundenklassen sukzes
sive ermittelt Es wird angenommen da
 die Kunden der Klasse  die hchste
Prioritt haben Die Betrachtung beschrnkt sich zuerst auf zwei Klassen da sich
die Ergebnisse fr mehrere Kundenklassen durch Subsummieren aller Klassen mit
hherer Prioritt in eine einzige Klasse ermitteln lassen
Bei nicht unterbrechenden Prioritten auch verschiebbare Prioritten genannt
wird falls gerade ein Kunde einer niedereren Priorittsklasse in der Bedienstation
ist der soeben eintreende hher priorisierte Kunde erst dann bedient wenn die
Bedienung des in der Bedienstation bendlichen Kunden abgeschlossen ist
Zur Vereinfachung der Notation werden nachfolgend die Erwartungswerte zB
Et
w
 verkrzt notiert in diesem Fall durch t
w
 Ausnahme sind die zweiten
Momente der Bedienzeit zB Et

abges

Die Wartezeit t
w
von Kunden der Klasse  besteht aus der Bedienzeit aller be
reits eingetroener Kunden der Klasse  sowie aus der Restbedienzeit des gerade
in Bedienung bendlichen Kunden
t
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X
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Bedienzeit aller bereits
eingetroener Kunden
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

Restbedienzeit des gerade
bedienten Kunden
t
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Wird obiger Ausdruck nach t
w
aufgelst so ergibt sich
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Dieser Ausdruck unterscheidet sich von Formel  dadurch da
 ein Kunde
der Klasse  lediglich auf Kunden seiner eigenen Klasse warten mu
 deshalb tritt
in Ausdruck  im Nenner nur    

auf Der Ausdruck fr die Restbedi
enzeit ist jedoch identisch da fr die Dauer der Belegung der Bedienstation die
Bedienzeit der Gesamtheit der Kunden ma
geblich ist denn die Bedienung des
aktuell bedienten Kunden wird in jedem Fall abgeschlossen bevor ein Kunde der
Klasse  bedient wird
Fr einen soeben eingetroenen Kunden der Klasse  besteht die Wartezeit aus
den Summanden
	 Restbearbeitungszeit des gerade bedienten Kunden
	 Bearbeitungszeit aller bereits eingetroenen Kunden der Klasse 

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	 Bearbeitungszeit aller bereits wartenden Kunden der Klasse 
	 Bearbeitungszeit aller whrend der Wartezeit eintreenden Kunden der
Klasse 
Durch die whrend der Wartezeit eintreenden Kunden der Klasse  verlngert
sich die Wartezeit t
w
der Kunden der Klasse  zustzlich denn whrend t
w
treen 

t
w
zustzliche Kunden der Klasse  ein um deren gesamte Bearbei
tungszeit 

t
w
Et
ab
 sich die Wartezeit der Kunden der Klasse  verlngert
Die gesamte Wartezeit ist also aus
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zu bestimmen Wird diese Gleichung nach t
w
aufgelst so resultiert
t
w
  

 

  

t
w
 Et

ab


Durch Einsetzen von  folgt
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Zum besseren Verstndnis kann die rechte Seite von Ausdruck  in zwei
Teile zerlegt werden
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Die Wartezeit aufgrund der Gesamtauslastung wird durch den Faktor A reprsen
tiert und entspricht mit   

 

der erwarteteten Wartezeit fr ein M jGj 
Bediensystem mit der Auslastung  Die durch die Priorisierung von Klasse 
entstehende Wartezeit wird durch den Faktor B      

 erfa
t er wird
deshalb auch als Expansionsterm bezeichnet
In der allgemeinen Form fr beliebig viele Klassen lautet die Formel fr die Be
rechnung der mittleren Wartezeit fr die kte Klasse siehe Wolf   S 
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Grundstzlich ist die Wartezeit der priorisierten Kunden geringer als die der
nicht priorisierten Kunden Jedoch wird dieser Eekt immer geringer wenn mehr
Kunden in die priorisierte Klasse aufgenommen werden In Abbildung  ist zu
sehen wie sich die Wartezeit der Kunden mit der hchsten Prioritt vergr
ert
wenn sich der Anteil der priorisierten Kunden bei ansonsten gleichen Parameter
werten des Bediensystems erhht
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Abbildung  Entwicklung der Wartezeiten fr die priorisierte Klasse eines
M jGj Bediensystem mit zwei Klassen bei Erhhung des An
teils der priorisierten Klasse am Gesamtstrom
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Zum Vergleich Wartezeit des quivalenten Bediensystems mit
gleicher Auslastung und einer Klasse
Gleichzeitig kommt es bei steigender Zahl der priorisierten Kunden zu einer ber
proportionalen Steigerung der Wartezeit von Kunden der Klasse  siehe Abbil
dung  der dadurch zu erklren ist da
 ein immer kleiner werdender Teil der
Kunden die Wartezeitverkrung von immer mehr priorisierten Kunden kompen
siert da die mittlere Gesamtwartezeit konstant bleibt
In der Praxis kann dieser Eekt zB bei der Priorittssteuerung in PPSSystemen
beobachtet werden Wenn bei steigendem Auslastungsgrad der Fertigung beob
achtet wird da
 die Durchlaufzeiten steigen wird unter Umstnden versucht
durch Priorisierung wichtiger Auftrge eine Verkrzung der Durchlaufzeiten fr
diese Auftrge zu erreichen
Dadurch werden die Durchlaufzeiten anderer nicht priorisierter Auftrge noch
lnger wodurch die Notwendigkeit entsteht noch mehr Auftrge zu priorisieren
Dies kann beliebig fortgesetzt werden da immer mehr nicht priorisierte Auftr
ge die hier den Kunden entsprechen durch zu lange Durchlaufzeiten kritisch
werden Gleichzeitig wchst auch die Durchlaufzeit der priorisierten Auftrge so
da
 die Notwendigkeit zu entstehen scheint noch mehr Priorisierungsklassen zu
schaen

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Abbildung  Entwicklung der Wartezeiten fr die priorisierte und die nicht
priorisierte Klasse eines M jGj Bediensystem mit zwei Klassen
bei Verschiebung des Anteils der priorisierten Klasse am Ge
samtstrom
Parameterwerte   
 
ges
    konst $ Et

ab
   
Zum Vergleich Wartezeit des quivalenten Bediensystems mit
gleicher Auslastung und einer Klasse
 
  Modellierung von Zusammenfhrungselementen
mit Hilfe von M jGjBediensystemen mit nicht
unterbrechenden Prioritten
Mit Hilfe einesM jGj Bediensystems knnen neben Verzweigungselementen sie
he Abschnitt  unter anderem auch stetige oder teilstetige Zusammenfhrun
gen wie sie in Abbildung  gezeigt sind modelliert werden
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Abbildung  Teilstetiges a und stetiges b Zusammenfhrungselement fr
zwei Richtungen nach  

 Das M jGj Bediensystem mit Prioritten
Hierbei bildet die Bedienzeit den Zeitbedarf ab der aus der Durchfahrt einer Fr
dereinheit durch das Zusammenfhrungselement resultiert Sie besteht aus der
Zeit die eine Frdereinheit zum Durchfahren des Zusammenfhrungselementes
bentigt und zustzlich im unstetigen Fall der Zeit die das Zusammenfhrungs
element fr die Rckkehr in die Ausgangsstellung bentigt Beim teilstetigen
Element ist dies die Zeit um den Verschiebewagen aus der Ausfahrtposition fr
Richtung  wieder in die Ausgangsposition zurckzubewegen so da
 die nachfol
gende Frdereinheit in das Verzweigungselement einfahren kann
Sind die gleichen technischen Voraussetzungen wie in Abschnitt  gegeben
so treten bei Abfertigung in der Folge des Eintreens sogenannte stochastische
Abfertigung die gleichen Wartezeiten auf wie bei einem quivalenten Verzwei
gungselement Allerdings verteilen sich die wartenden Frdereinheiten nun auf
zwei vor dem Zusammenfhrungselement liegende Staustrecken
Soll dagegen eine der beiden Richtungen nach der Regel Eingeschrnkte Vor
fahrt siehe Arnold   S  priorisiert werden so sind die Wartezeiten fr
beide Richtungen getrennt zu ermitteln Da es nicht sinnvoll ist eine bereits be
gonnene Bedienung einer Frdereinheit zu unterbrechen kann bei ansonsten glei
chen Voraussetzungen das M jGj Bediensystemmodell mit nicht unterbrechen
den Prioritten zur Ermittlung der mittleren Wartezeiten verwendet werden
Die bereits in Abschnitt  ermittelten Werte fr  Et
ab
 und Et

ab
 knnen
weiterverwendet werden Die Auslastung fr die jeweiligen Richtungen betragen


   und 

  
Zur Berechnung der Wartezeit werden die Ausdrcke  und  verwendet
Priorit
t fr die stetige Richtung In diesem Fall hat die stetige Richtung 
Prioritt und ist identisch mit Klasse  Wir erhalten fr diese Frderein
heiten den Wert t
w
   Sekunden Fr die Frdereinheiten der Klasse
 ergibt sich t
w
    Sekunden Eine mit ihrem Anteil am Gesamt
strom gewichtete Betrachtung der Wartezeiten ergibt eine mittlere War
tezeit t
w
      
        Sekunden Diese Verringerung
resultiert aus der systematischen Bevorzugung der Klasse mit den krzeren
Bedienzeiten Aus diesem Grund gilt hier Kleinrocks Erhaltungssatz nicht
Priorit
t fr die unstetige Richtung Fr diese Konstellation bei der die Rich
tung  der Klasse  entspricht ergeben sich t
w
   Sekunden und
t
w
     Sekunden Die mittlere Wartezeit betrgt  	 Sekunden
Durch Priorisierung der Kunden mit der lngeren Abfertigungszeit tritt
also eine Verschlechterung der Verhltnisse durch Umkehrung der vorigen
Eekte ein Dies entspricht zusammen mit dem obigen Ergebnis auch den
aus der Reihenfolgeplanung fr EinMaschinenProbleme bekannten Geset
zen

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Auch wenn es gelingt die mittlere Wartezeit einer Kundenklasse zu reduzieren
so ist zu bercksichtigen da
 die Belastung des Gesamtsystem unverndert ist
und da
 die mittlere Zeit bis zur Beendigung der Bedienung der Kunden der
letztpriorisierten Klasse bei eingeschrnkter Vorfahrt gleich gro
 bleibt
 
 M jGjBediensystem mit unterbrechenden
Prioritten
Eine verstrkte Form der Priorisierung sind die unterbrechenden Prioritten Im
Falle unterbrechender Prioritten werden Kunden geringerer Prioritt die sich in
Bearbeitung benden sofort unterbrochen und die Bedienung des Kunden der
hheren Klasse beginnt
Da Kunden der niederen Priorittsstufen Kunden der hchsten Prioritt nie be
hindern wird die Warte und Verweilzeit der Kunden der hchsten Prioritts
stufe nur durch Auftrge der gleichen Klasse beein	u
t Die Wartezeit der Kun
den der hchsten Priorittsstufe kann deshalb mit Hilfe eines einfachen M jGj 
Bediensystems ermittelt werden bei dem nur die Ankunftsrate und die Bedien
zeitparameter der hchstpriorisierten Klasse eingesetzt werden
Die Wartezeit t
w
betrgt deshalb
t
w



Et

ab


   



Fr Kunden der Klasse  bleibt die Wartezeit die gleiche wie im Falle der nicht
unterbrechenden Prioritten denn bis zum Beginn der Bedienung eintreende
Kunden der Klasse  werden auf jeden Fall vor Beginn der Bedienung eines Kun
den der Klasse  abgefertigt Ein Unterschied ergibt sich jedoch fr die Verweilzeit
t
v
 da die Verweilzeit durch mgliche Unterbrechungen whrend der Bedienung
verlngert werden kann
Unterstellt man da
 die Unterbrechung arbeitserhaltend ist das hei
t da
 die
beanspruchte Ressource insgesamt nicht lnger beansprucht wird als es bei unun
terbrochener Abfertigung der Fall gewesen wre so besteht die Verweilzeit eines
Kunden der Klasse  aus
	 der Wartezeit t
w
zu bestimmen nach   und
	 der Bedienzeit t
ab
sowie
	 der Bedienzeit von Kunden der Klasse  die whrend der Bedienung oder
whrend dieselbe bereits durch Kunden der Klasse  unterbrochen wurde
eintreen

 Das M jGj Bediensystem mit Prioritten
Sei t
k
die Zeit die vom Beginn der Bedienung eines Kunden der Klasse  bis
zur Beendigung der Bedienung vergeht dann gilt
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Damit ist die Verweilzeit t
v
mit Hilfe des nachstehenden Ausdrucks zu berech
nen
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Die Zeit ab Beginn der Bedienung verlngert sich fr Kunden der Klasse  im
Vergleich zu nicht unterbrechenden Prioritten um den Faktor     


Der Vergleich der Verweilzeiten siehe Ausdruck  bzw Wartezeiten sie
he   bei unterbrechenden und bei nicht unterbrechenden Prioritten zeigt
da
 die Warte und Verweilzeiten fr Klasse  nur dann verndert werden wenn
sich der Erwartungswert der Bedienzeit von Klasse  vom Mittelwert der Ge
samtheit aller Kunden unterscheidet Eine Verkrzung der mittleren Verweilzeit
ist also nur mglich wenn der Erwartungswert der Bedienzeit der Klasse  kleiner
als der der Gesamtheit aller Kunden ist
 
 Modellierung von Strungen mit Hilfe
unterbrechender Prioritten
Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt vorgestellten Modelle ist der Ein	u
 von
Strungen auf die Leistungskennwerte eines Bediensystemes welches strungsfrei
als M jGj Bediensystem abgebildet werden kann einfach abzuschtzen
Im Unterschied zu Abschnitt  in dem die Reperaturwerkstatt als Bedien
system abgebildet wurde soll nun eine Maschine betrachtet werden an der sto
chastisch Strungen auftreten Die Maschine wird mit Hilfe der Bedienstation
modelliert die zu bearbeitenden Auftrge und die Strungen werden mit ver
schiedenen Kundenklassen abgebildet
Unter der Annahme da
 Strungen jederzeit eintreten knnen und dabei falls
vorhanden die Bedienung des soeben in Bedienung bendlichen Kunden unver
zglich unterbrechen knnen die Strungen quasi als Kunden oberster Priori
tt abgebildet werden Strungen sollen als seltenes Ereignis betrachtet wer
den so da
 eine Modellierung des Ankunftsprozesses der Strungen als Poisson
Proze
 mit exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten mglich ist siehe zB
Arnold   S   Der Erwartungswert der Zwischenankunftszeit entspricht
in diesem Fall dem Erwartungswert der strungsfreien Einsatzzeit MTBF

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Fr die Zeitdauer von der Entdeckung der Strung bis zur Behebung der Strung
ist das Bediensystem durch die Bedienung der Strung belegt Die mittleren
Ausfallzeitdauern MTTR werden deshalb durch den Erwartungswert der Bedien
zeiten der hchstpriorisierten Klasse modelliert Au
erdem l
t das verwendete
M jGj Modell zu die Variabilitt der Ausfallzeiten miteinzubeziehen
Die Fertigungsauftrge werden wie bereits in Abschnitt  gezeigt als Kunden
der Klasse  abgebildet
Werden zu dem in Abschnitt  eingefhrten Beispiel Strungen in der Mo
dellierung als hchstpriorisierte Klasse hinzugefgt so ist die Vergr
erung des
Auslastungsgrades einfach nachzuvollziehen
Die MTBF sei  Stunden die MTTR betrage  Stunden damit erhht sich
die Auslastung des Bediensystems von  auf 
Eine Erhhung der Auslastung im Modell ohne Strungen zB durch eine Er
hhung der Anknfte fr die stetige Richtung um  FEh also von  FEh
auf  FEh  htte nur geringfgige Folgen die Wartezeit erhht sich von 
Sekunden auf  Sekunden Die mittlere Bedienzeit betrgt in diesem Fall 
Sekunden so da
 sich eine Verweilzeit von t
v
    Sekunden ergibt
Fhren wir die Betrachtung mit Strungen weiter und nehmen eine deterministi
sche Strdauer an so ergibt sich durch Einsetzen in Formel  eine Wartezeit
fr Klasse  von  Sekunden dh Strungen warten auf die Beseitigung von
Strungen Die Wartezeit fr Kunden der Klasse  also fr die eigentlichen Fr
dereinheiten kann wie zuvor mit Hilfe von Ausdruck  bestimmt werden
Dabei ist jedoch zu beachten da
 die Strungen bei der Ermittlung des zwei
ten Momentes mit zu bercksichtigen sind Es resultiert ein hherer Wert von
Et

ab
      Sekunden

und eine Variabilitt von  Damit steigt die mitt
lerer Wartezeit der Frdereinheiten t
w
auf  Sekunden
Durch die Kombination von Prioritt und erhhter Variabilitt ausgedrckt im
zweiten Moment steigt die mittlere Wartezeit wesentlich strker als durch den
Eekt der Auslastungserhhung
Die mittlere Verweilzeit der Frdereinheiten erhht sich darber hinaus in Folge
der Bedienungsunterbrechungen whrend der Ausfallzeit Mit Hilfe von  ist
die mittlere Verweilzeit der Frdereinheiten als t
v
   
  Sekunden berechen
bar Der Expansionseekt siehe Seite  durch Unterbrechungen ist in diesem
Fall durch den geringen Ausfallzeitanteil von # fast zu vernachlssigen
Das Beispiel zeigt da
 auch geringe Ausfallzeitanteile durch die mit den Ausfllen
blicherweise verbundene Vergr
erung der Variabilitt des Bedienprozesses zu
erheblich hheren Warte und Verweilzeiten fhren knnen So lange der Ausla
stungsgrad durch Strungen gering bleibt ist die Wirkung des Expansionsfaktors
vergleichsweise gering
Bei der Modellierung von Strungen durch das Modell M jGj  mit unterbrechen

 Approximationen fr M jGjmBediensysteme
den Prioritten wird ein Warteproze
 auch fr Strungen mitbercksichtigt dh
auch eine bereits gestrte Einrichtung kann weiteren Strungen unterliegen Dies
kann bei entsprechend gro
 angelegtem Betrachtungszeitraum durchaus der Fall
sein bei der Anwendung des Modells sollte zur Kontrolle die entsprechende War
tezeit t
w
bestimmt und auf ihre Realittsnhe hin kritisch beurteilt werden
Solle diese Abbildung aufgrund hoher Ausfallzeitanteile zu ungenau sein so kann
zum Beispiel bei King siehe   S  eine exakte Formel fr die Anzahl der
Elemente in der Warteschlange gefunden werden
   Approximationen fr
M jGjmBediensysteme
Insbesondere fr die Abbildung von Werkstattfertigungen in denen Gruppen
gleichartiger Maschinen vorhanden sind wre es notwendig Bediensysteme mit
mehreren parallelen Bedienstationen abbilden zu knnen
Es ist jedoch heute nicht mglich mit den fr das M jGj Bediensystem ange
wendeten Methoden Formeln fr exakte Kennwerte des M jGjmBediensystems
zu entwickeln da die Belegung der Bedienstationen abhngig von der Ankunfts
reihenfolge ist
Deshalb werden zur Abbildung von Bediensystemen mit mehreren Bedienstatio
nen Nherungsverfahren eingesetzt Eine einfache Approximation beruht auf ei
nem Analogieschlu
 bei dem zunchst die Unterschiede zwischen einemM jM j 
und einemM jM jmBediensystem analysiert werden
Diese Unterschiede werden genutzt um einen Analogischlu
 von einem M jGj 
System auf ein M jGjmSystem durchzufhren
Aus Formel  und durch Anwendung von Littles Gesetz folgt fr dasM jM j 
Bediensystem
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Dieses Ergebnis kann mit  verglichen
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und auf M jGjmBediensysteme bertragen werden
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
Fr die Ermittlung von t
M jM jm
w
kann Ausdruck  und Littles Gesetz einge
setzt werden
  Nherungen und Grenzen fr GjGj FCFS
Bediensysteme
Die im vorigen Abschnitt vorgenommenen Betrachtungen protieren von der
MarkovEigenschaft des Ankunftsprozesses Da diese Eigenschaft nicht immer
gegeben ist werden die bisher betrachteten Modelle in diesem Abschnitt um An
kunftsprozesse erweitert die ebenfalls durch Verteilungen beschrieben werden
von denen nur Mittelwert und Varianz bzw daraus abgeleitete Gr
en bekannt
sind
Fr GjGj Bediensysteme sind nur mit gr
erem Aufwand exakte Werte fr die
t
w
oder N
w
zu berechnen siehe zB Grassmann und Jain in  und   Es ist
jedoch mglich Obergrenzen und Nherungen abzuleiten die alleine auf der Basis
der ersten beiden Momente eine einfache Abschtzung von Kennwerten erlauben
Mit Hilfe der in   S  dargestellten Vorgehensweise knnen handhabbare
Formeln hergeleitet und einige Einsichten gewonnen werden
Zur Untersuchung von Bediensystemen mit generell und unabhngig voneinan
der verteilten Ankunfts und Bedienprozessen soll fr jeden Kunden die von ihm
bentigte Bedienzeit mit der Zeitlcke bis zum Eintreen des nchsten Kunden
verglichen werden Daraus knnen die Auswirkungen auf den Arbeitsvorrat im
System dh die Menge noch zu leistender Bedienzeit im System bestimmt wer
den
Ist die Zeitlcke gr
er als die Bedienzeit des eingetroenen Kunden so verringert
sich der Arbeitsvorrat im System ist sie kleiner so nimmt der Arbeitsvorrat im
System zu Es mu
 weiterhin beachtet werden da
 Brachzeiten entstehen der
Arbeitsvorrat in einigen Intervallen also  ist
Es seien siehe auch  

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    die Bedienzeit der jeweiligen Kunden
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Abbildung  Darstellung von T
ann
 T
abn
 X
n
 T
w
und Y
n
fr ein GjGj 
Bediensystem
Die Brachzeit Y
n
nach der Bedienung des nten Kunden ist gr
er als  falls die
Verweilzeit des nten Kunden im Bediensystem kleiner ist als die Zeitlcke bis
zur Ankunft des nchsten Kunden K
n
 In einem solchen Fall ist
T
wn
 T
abn
 T
ann
 
und der Betrag dieses Ausdruckes gibt die Dauer der Brachzeit an Ist die Zeit
lcke kleiner so entsteht keine Brachzeit und Y
n
erhlt den Wert 
Ersetzt man T
abn
 T
ann
durch X
n
 so resultiert als krzerer Ausdruck
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Die Wartezeit des Kunden K
n
kann aus der Wartezeit des Vorgngers T
wn
und
X
n
abgeleitet werden Im Vergleich zur Wartezeit des Vorgngers verlngert sie
sich um die Dierenz von zu	ie
ender und hinzukommender Arbeit kann jedoch
nicht kleiner als  werden
T
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Durch Kombination der Ausdrcke  und  folgt nachstehender Aus
druck
T
wn
 Y
n
 T
wn
X
n

Es greift entweder Ausdruck  oder Ausdruck  Nur im Fall Y
n
 
treen beide zu dann ist das Ergebnis jedoch identisch
Es knnen nicht gleichzeitig Warte und Brachzeiten auftreten Deshalb gilt fr
das Produkt
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Man kann zeigen da
 die Verteilung von Y
n
punktweise gegen Y

konvergiert
Au
erdem konvergieren die beiden Zufallsvariablen T
wn
und T
wn
beide gegen
den gleichen Erwartungswert ET
w
 da sie aus dem gleichen stochastischen Pro
ze
 stammen
Durch Bildung der Erwartungswerte in Gleichung  und unter Ausnutzung
von ET
wn
  ET
wn
 folgt
EY
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  EX 
Der Erwartungswert der Brachzeit kann au
erdem auch mit Hilfe der Erwar
tungswerte fr Zwischenankunfts und Bedienzeit ausgedrckt werden
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
Quadriert man Ausdruck  und geht zu Erwartungswerten ber so kann
abermals die Identitt von ET
wn
 und ET
wn
 ausgenutzt werden und es
entsteht

ET
w
 Y

  EY


  
t
w
EX  EX

 
Mit Hilfe von  l
t sich der vorstehende Ausdruck in eine Formel fr den
gesuchten Erwartungswert der Wartezeit umformen

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w
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
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



EY


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In obigem Ausdruck sind bekannt EX und EY

 EX

 kann ebenfalls auf
bekannte Parameter zurckgefhrt werden
EX

  V arT
an
   





 V arT
ab
   



Im Gegensatz zum ersten Eindruck ist der Ausdruck fr t
w
nicht negativ da E X   gilt
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so da
 bis auf EY


 alle Parameter bekannt sind
Der Erwartungswert der Wartezeit knnte also bestimmt werden wre das zweite
Moment oder die Varianz der Brachzeit bekannt Die Ermittlung von EY



ist jedoch allein mit den ersten beiden Momenten von Bedien und Zwischenan
kunftszeit nicht mglich

 Das zweite Moment von Y
n
kann jedoch mit Hilfe des
Mittelwertes EY

 und der Varianz V arY

 abgeschtzt werden
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
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 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
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Damit kann eine Obergrenze fr t
w
angegeben werden
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Formel  ist als Kingman%s upper bound bekannt Beachtenswert ist da

c

an
und c

ab
nicht in gleichemMa
e die Wartezeit beein	ussen Eine bessere obere
Schranke wurde vonWol in   S  mit Hilfe eines Ergebnisses von Daley  
hergeleitet und lautet
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Diese Schranke ist vor allem bei kleineren und mittleren  sowie gr
eren c

an
schrfer als Kingman%s upper bound
Unter Beobachtung der Gte der hier vorgestellten oberen Schranken wurden
zahlreiche Nherungsformeln entwickelt Allerdings besitzt keine der Nherungs
formeln eine Gtegarantie dh es knnen beliebig gro
e relative Fehler auftreten
Der Grund hierfr liegt in der Tatsache da
 die mittlere Wartezeit nicht nur von
den ersten beiden Momenten sondern auch von den anderen Momenten beein
	u
t wird die in diesen Formeln keine Bercksichtigung nden
Marchal  gibt als Nherungsformel
Et
w
 
  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
ab
 

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
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
V arT
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  V arT
ab


  
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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an In dieser Formel ist die Nhe zu Kingmans Obergrenze in Ausdruck 
deutlich zu erkennen

Fr einM jGjBediensystem w	re dies m
glich da aufgrund der MarkovEigenschaft des An
kunftsprozesses die Zeit bis zur Ankunft des n	chsten Kunden immer mit den Mittelwerten
 und der Varianz 
 
beschrieben werden kann

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Sehr hug wird in Verfahren die fr GjGj Bediensysteme erzielte Ergebnisse
verwenden zB fr die Kennwertberechnung in Netzwerken die Formel von Kr
mer und LangenbachBelz  angewendet Die gr
te Quelle von Ungenauigkei
ten bei der approximativenBerechnung von Kennwerten frGjGj Bediensysteme
mit einfachen Ausdrcken wie zB  liegt in der uniformen Behandlung
von Ankunftsprozessen mit Variationskoezienten c

an
   und Variationskoef
zienten c

an
	    Deshalb wird ein Korrekturterm B eingefhrt der fr diese
beiden Flle unterschiedlich bestimmt wird Es sei
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Mit Hilfe des geeigneten B wird t
w
durch
Et
w
 
c

an
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
ab


   
B 
angenhert Die Nherungsformel wurde anhand von Simulationslufen berprft
und wird zB von Whitt als Bestandteil des Berechnungspaketes Queueing Net
work Analyzer siehe  und Abschnitt  verwendet da sie als gute Nhe
rung gilt Dennoch mu
 angemerkt werden da
 auch Ausdruck  zu gro
en
relativen Fehlern fhren kann
Die Verwendung von GjGj Bediensystemen zur Modellierung von Komponenten
von Material	u
systemen setzt auch voraus da
 die Verteilung oder zumindest
wichtige Parameter der Abgangsverteilung bestimmt werden knnen da diese
unabdingbare Voraussetzung zur Berechnung des Ankunftsstromes am nachfol
genden Bediensystem sind
Die Zeit T
dn
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kunden die das Bediensystem
verlassen kann durch Y
n
und T
abn
ausgedrckt werden
T
dn
 Y
n
 T
abn

Nach bergang auf die Erwartungswerte folgt
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Dieses Ergebnis ist nicht berraschend da der Flu
 durch das Bediensystem
erhalten bleiben mu
 Die Bestimmung des Variationskoezienten c

d
ist etwas
aufwendiger

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Wie auch bei der Bestimmung der Wartezeit sind bis auf EY


 alle Bestandteile
des vorstehenden Ergebnisses bekannt Deshalb kann auch die Varianz oder das
zweite Moment der Zwischenabgangszeit T
d
nur nherungsweise bestimmt wer
den Hierzu kann zum einen  mit einem nherungsweise berechneten t
w
nach
EY

 aufgelst und dieses EY

 dann in  eingesetzt werden Zum ande
ren knnen verfeinerte Approximationsverfahren eingesetzt werden die speziell
fr den Einsatz bei der approximativen Berechnung von Netzwerken entwickelt
wurden siehe Abschnitt 
Mit  knnen jedoch die Parameter des Abgangsprozesses frM jGj Bedien
systeme bestimmt werden da fr diese ein exaktes Ergebnis fr t
w
berechnet
werden kann
Aus  folgt
EY

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


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


EX
 t
w

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Da die Zwischenankunftszeiten exponentialverteilt sind kann V arT
an
 

zu



zusammengefa
t werden Setzt man die bekannten Parameter in  ein
und vereinfacht so entsteht ein einfacher Ausdruck fr den quadrierten Variati
onskoezienten der Zwischenabgangszeit
c

d
   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
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
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Fr M jM j Bediensysteme als Spezialfall der M jGj Bediensysteme mit c

ab
  
vereinfacht sich  zu c

d
   In Abschnitt  wird dieses Ergebnis vertieft
Von den zahlreichen entwickelten Nherungsformeln fr die mittlere Wartezeit
t
w
und die Variabilitt c

d
des Abgangsprozesses werden in Tabelle  Formeln
zusammengestelt die zu brauchbaren Nherungsergebnissen fhren knnen Bei
einem am IFL durchgefhrten Vergleich von Nherungsformeln mit exakten Er
gebnissen bestimmt mit Hilfe zeitdiskreter Modelle siehe Jain und Grassman
  konnten jedoch keine eindeutigen Prferenzen bezglich der Genauigkeit
der Formeln ermittelt werden

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Nr Quelle Mittlere Wartezeit t
w
Variabilitt des Abgangspro
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Tabelle  Nherungsformeln fr t
w
und c

d
bei GjGj Bediensystemen

 Approximationen fr GjGjmBediensysteme
  Approximationen fr GjGjmBediensysteme
Da es nicht mglich ist exakte Werte fr den Mittelwert der Wartezeit oder der
Warteschlangenlnge fr M jGjmBediensysteme zu berechnen ist es auch nicht
mglich fr GjGjmBediensysteme exakten Formeln anzugeben
Wie schon bei der Entwicklung von Nherungsformeln frM jGjmBediensysteme
wird ber einen Analogieschlu
 der Unterschied zwischen M jM j  und M jM jm
Bediensysteme auf GjGj  und GjGjmSysteme bertragen wobei im Unterschied
zu Abschnitt  nicht auf exakte Ergebnisse sondern auf Approximationen fr
die Einkanalsysteme zurckgegrien werden mu

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Aus Formel  wird mit Hilfe von Littles Gesetz
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Der Wert von t
GjGj
w
kann mit verschiedenen Nherungen approximiert werden
Unter Verwendung von  resultiert ein Quotient Et
w

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Et
w

M jM j
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Damit ist die aus der Formel von Krmer  LangenbachBelz abgeleitete Nhe
rung fr die mittlere Wartezeit am Mehrkanalbediensystem als
Et
w

GjGjm

c

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ab
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auszudrcken wobei B entsprechend Formel  zu bestimmen ist
Whitt schlgt in  eine Formel zur Bestimmung der Variabilitt der Zwischen
abgangszeit vor die auf Ergebnissen fr GjGj Bediensystemen beruht
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Der Ausdruck stimmt in den exakt berprfbaren Fllen M jM jm und M jGj
Bediensystem mit den bekannten genauen Ergebnissen berein

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
 Bediensystemnetzwerke
Bei der Leistungsbewertung von Material	u
systemen ist es selten sinnvoll nur
Kennwerte fr einzelne Elemente zu berechnen Zur Erzielung sinnvoller Aussagen
ber die Leistungsfhigkeit des Material	u
systems mu
 dem Ver	echtungscha
rakter des Material	u
systems Rechnung getragen werden
Die Berechnungsverfahren fr Bediensystemnetzwerke wurden in den letzten bei
den Jahrzehnten erheblich verbessert so da
 nun bei der Modellierung und Kenn
wertberechnung fr Material	u
systeme auf wesentlich leistungsfhigere Metho
den zurckgegrien werden kann als es in den Arbeiten von Gudehus   und
Gro
eschallau   mglich war
In diesem Kapitel werden Modelle und Berechnungsverfahren fr vernetzten Be
diensystemnetzwerke vorgestellt die grundstzlich geeignet sind Material	u
sy
steme abzubilden Auf der Basis der vorgestellten Modelle wurden in der Folge
verfeinerte Modelle und Berechnungsverfahren entwickelt die auf spezische Pro
blemstellungen ausgerichtet wurden
Das Verstndnis der hier vorgestellten Basisverfahren ist als Basis fr diese wei
terentwickelte Berechnungsmethoden notwendig da diese im wesentlichen auf den
hier dargestellten Grundlagen beruhen
Die Berechnungsverfahren unterscheiden sich in ihrer Struktur grundlegend be
zglich des Modellmerkmales Abgeschlossenheit Deshalb wird im Rahmen dieses
Kapitels die weitere Vorgehensweise nach oenen und geschlossenen Netzwerken
unterschieden
Material	u
systeme knnen als oene geschlossene oder auch gemischte Bedien
systemnetzwerke abgebildet werden Dabei knnen fr eine gegebene Problem
stellung durchaus zwei verschiedene Modellierungsmglichkeiten bestehen
Oene Bediensystemnetzwerke modellieren Material	u
systeme bei denen die
Kunden an einem oder mehreren Knoten in das Netzwerk eintreten und
nach Abschlu
 aller Bedienschritte das Netzwerk wieder verlassen Die An
zahl von Kunden im Gesamtsystem unterliegt deshalb einem stochastischen
Proze
 und wird durch die Ablufe innerhalb des Netzwerkes bestimmt
Mit solchen Modellen knnen beispielsweise Werkstattfertigungen abgebil
det werden wobei Kunden die Fertigungsauftrge abbilden whrend die

 Bediensystemnetzwerke
von ihnen beanspruchten Ressourcen Bearbeitungsmaschinen durch die
Bediensysteme reprsentiert werden
Geschlossene Bediensystemnetzwerke eignen sich zur Abbildung von Material
	u
systemen in denen eine feste Zahl von Kunden im Netz umluft Die
Kunden verlassen das Netz nie die Gesamtzahl der Kunden ist konstant
Betrachtet man Fahrerlose Transportsysteme so knnten die Fahrzeuge
die ja stets im System bleiben durch die Kunden abgebildet werden die
Blockstrecken werden durch die Bediensysteme abgebildet
Gemischte Bediensystemnetzwerke kombinieren die bereits angefhrten Syste
me in dem sich fr einige Kundenklassen das Netz als geschlossen dar
stellt whrend die Kunden anderer Kundenklassen das Netz betreten und
auch wieder verlassen knnen Solche Modelle knnten dann genutzt wer
den wenn auf einem Frdersystem sowohl von au
en kommende Frderein
heiten gefrdert werden und gleichzeitig Systemtrger umlaufen Dies wre
zB bei einer Palettenfrderanlage der Fall die fr den Transport von pa
lettierten Gtern und gleichzeitig fr den Umlauf von belegten und leeren
Systemtrgern fr nicht palettierte Ware genutzt wird
Bediensystemnetzwerke knnen aufgrund weiterer Merkmale klassiziert werden
hierzu gehren unter anderem
	 die Zahl verschiedener Kundenklassen deren Mitglieder jeweils spezielle
Wege durch das Bediensystemnetzwerk nehmen
	 die Beschrnktheit bzw Unbeschrnktheit der Warterume und hier fr
die weitere Gliederung dieses Kapitels verwendet
	 die Art der Zwischenankunfts und Bedienzeitverteilungen
Die Art der Verteilungen ist entscheidend dafr ob die Berechnung von Kennzah
len exakt oder nur approximativ mglich ist Dies wird bereits aufgrund der im
vorangehenden Kapitel dargestellten Ergebnisse fr Einzelbediensysteme deut
lich Diese Ergebnisse werden in den nachfolgenden Abschnitten weiterverwendet
Zunchst sind jedoch die Parameter fr die Beschreibung von Bediensystemnetz
werken zu erweitern
  Beschreibung von Bediensystemnetzwerken
Da nun insgesamt M Bediensysteme miteinander vernetzt sind werden die fr
isolierte Bediensysteme bereits eingefhrten Beschreibungsparameter mit einem
Index zB i       M  wie zum Beispiel bei t
abi
versehen die die Zuordnung

 Beschreibung von Bediensystemnetzwerken
des Parameters zu einem bestimmten Bediensystem i ausdrcken Bei oenen
Bediensystemnetzwerken wird die Netzwerkumgebung durch den Index  re
prsentiert
Der Zustand eines Bediensystemnetzwerkes wird im einfachsten Fall mit Hilfe
eines Vektors k mit M Elementen beschrieben in dem die Elemente k
i
die Zahl
der Kunden die sich im Bediensystem i       M benden bezeichnet
Die Flsse 
ij
zwischen je zwei Bediensystemen werden durch Indexierung mit
i und j bezeichnet die wobei der erste die Quelle und der zweite die Senke des
Flusses angibt Die Gesamtheit 
j
aller an einem Bediensystem j eintreenden
Flsse entsteht durch Summierung aller eintreenden Flsse als

j

M
X
i 

ij
j       M 
fr geschlossene Bediensystemnetzwerke und durch

j
 
j
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X
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j       M 
fr oene Bediensystemnetzwerke
Um die Struktur der Flsse unabhngig von konkreten Ankunftsraten darstellen
zu knnen wird die Matrix der bergangswahrscheinlichkeitenQ eingefhrt Ihre
Elemente q
ij
geben an mit welcherWahrscheinlichkeit imMittel die Kunden vom
Bediensystem i zumBediensystem j bergehen Die Matrixelemente q
ij
entstehen
fr geschlossene Bediensysteme also aus
q
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
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ij
P
M
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und fr oene Bediensystemnetzwerke entsprechend als
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Die einzelnen bergangswahrscheinlichkeiten werden zur Matrix der bergangs
wahrscheinlichkeiten
Q  q
ij
 

 Bediensystemnetzwerke
zusammengefa
t Ausgehend von der Matrix der bergangswahrscheinlichkeiten
Q knnen Kennwerte fr Bediensystemnetzwerke bestimmt werden Die Vorge
hensweise bei oenen und geschlossenen unterscheidet sich da in oenen Netzwer
ken der Flu
 im Netz von au
en vorgegeben wird woraus ein mittlerer Bestand
von Kunden im Netz resultiert whrend in einem geschlossenen Netz der Flu

durch die Zahl der im Netzwerk bendlichen Kunden bestimmt wird
Zunchst sollen oene Bediensystemnetzwerke behandelt werden wobei zuerst
unterstellt sei da
 alle Zwischenankunfts und Bedienzeiten exponentialverteilt
sind Im nachfolgenden Abschnitt werden die Modelle auf generelle Zeitveretilun
gen ausgedehnt
 Oene Bediensystemnetzwerke mit
exponential verteilten Zeiten
  Die Produktformlsung
Unter der Voraussetzung da
 an einem Bediensystem keine neuen Kunden ent
stehen bzw keine Kunden vernichtet werden gilt fr jedes Bediensystem da

der Flu
 in das Bediensystem hinein genau so gro
 ist wie der Flu
 aus dem
Bediensystem hinaus Langfristig mu
 deshalb
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Diese Gleichungen knnen sukzessive gelst werden sofern die Flsse imNetz kei
ne Schleifen aufweisen Die Netzwerke sind allerdings selten frei von Schleifen so
zum Beispiel wenn Werkstattfertigungen mit Nacharbeitszyklen modelliert wer
den mssen
Aufgrund der in diesen Fllen bestehenden der Abhngigkeiten zwischen den
Flssen im Netz mu
 in diesem Fall das lineare Gleichungssystem simultan gelst
werden das durch die Gleichungen  deniert ist
Hierzu mssen die Gleichungen  umgeformt werden Ausgeschrieben wird
 zu

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Nach Trennung der 
j
und der 
j
resultiert im nchsten Schritt
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In Matrixschreibweise und mit Nutzung der transponierten Matrix Q
T
lautet die
Darstellung wie folgt
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Diese Gleichungen sind nur dann lsbar wenn die Matrix

Q
T
 E

invertier
bar ist Diese mathematische Bedingung spiegelt einige Forderungen wieder die
auch aus der Sicht des abzubildenden Material	u
systems sinnvoll sind So er
fordert die Bedingung der Invertierbarkeit da
 keine geschlossenen Zyklen in
der Material	u
matrix enthalten sind Solche Zyklen wren gleichbedeutend mit
Modellbestandteilen die keine Verbindung zu dem Rest des Modells haben aus
diesem Grunde also besser isoliert zu behandeln wren
Ferner bedeutet die Bedingung der Invertierbarkeit da
 in Material	u
systemen
keine absorbierenden Zustnde auftreten knnen Ein Zustand wird als absorbie
rend bezeichnet wenn er zwar von anderen Zustnden aus erreicht werden kann
das System jedoch in diesem absorbierenden Zustand bleibt sobald ein solcher
Zustand einmal erreicht wurde Auch dieses Verhalten ist in einem Material	u

system nicht erwnscht denn es entsprche einem Material	u
system innerhalb
dessen es Subsysteme gibt die durch Frdereinheiten nicht mehr verlassen werden
knnen sobald sie einmal in das Subsystem gelangt sind
Sind die Flu
gleichungen gelst so kann anhand der Auslastungsgrade ber
prft werden ob das Bediensystemnetzwerk einen stabilen Zustand erreichen
kann Hierfr ist Voraussetzung da
 die Auslastungsgrade 
i
an jedem Bedien
system kleiner als  sind Ist dies der Fall knnen weitere Kennwerte berechnet
werden Dies kann ber die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten erfol
gen Stellt man den Zustand eines oenen Bediensystemnetzwerkes mit Hilfe des
Zustandsvektors k dar so kann wie bei einem einzelnen M jM jmBediensystem
ein Zustandsbergangsgraph gezeichnet werden Es gengt lediglich die Zahl der
Kunden als Zustand festzuhalten da

 Bediensystemnetzwerke
	 die Ankunft des nchsten Kunden unabhngig von der seit der letzten An
kunft verstrichenen Zeit ist und
	 dies auch fr die Zeit bis zur Beendigung der Bedienung an einem der
Bediensysteme gilt und
	 die bergangswahrscheinlichkeiten q
ij
unabhngig vom aktuellen Zustand
sind
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Abbildung  Beispiel eines oenen Bediensystemnetzwerkes
Fr das in Abbildung  gezeigte Bediensystemnetzwerk ergibt sich nachstehend
gezeigter Zustandsraum
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Abbildung  Zustandsraum eines oenen Bediensystemnetzwerkes
Wie bei Einzelbediensystemen knnen nun Gleichungen aufgestellt werden die
zu erfllen sind wenn sich das gesamte Netzwerk im statistischen Gleichgewicht

 Oene Bediensystemnetzwerke mit exponential verteilten Zeiten
bendet Im Gleichgewicht erreicht ein System einen Zustand genau so oft wie
dieser Zustand wieder verlassen wird Hierfr werden die Ankunfts und Bedienra
ten mit den Zustandswahrscheinlichkeiten des Bediensystemnetzwerkes bewertet
um so einen Wahrscheinlichkeits	u zu erhalten
Da alle Bewegungen von Kunden in diesen Zustand hinein und hinaus erfa
t
werden nennt man diese Gleichungen die globalen Gleichgewichtsgleichungen
Fr die Wahrscheinlichkeit p

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
des Zustandes
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lauten die Gleichungen
wie folgt
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Obige Gleichung kann noch vereinfacht werden indem der auf beiden Seiten
vorkommende Term p
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gestrichen wird
Aus den globalen Gleichgewichtsgleichungen sind nur selten direkt numerische
Lsungen der Zustandswahrscheinlichkeiten zu gewinnen da die Zahl der mgli
chen Zustnde und damit die Zahl der aufzustellenden Gleichungen unbegrenzt
ist
Im Unterschied zu den globalen Gleichgewichtsgleichungen stellen die lokalen
Gleichgewichtsgleichungen nur den Wahrscheinlichkeits	u
 der durch die An
kunft eines Kunden an einem bestimmten Bediensystem entsteht dem Wahr
scheinlichkeits	u
 der dem Abgang eines Kunden an genau diesem Bediensystem
entspricht gegenber
Die lokalen Gleichgewichtsgleichungen sollen zuerst an einem einzelnen M jM j 
Bediensystem siehe Abschnitt  erlutert werden Mit Hilfe der Formeln 
und  konnten die Zustandswahrscheinlichkeiten pk hergeleitet werden
Betrachtet man Gleichung  so ist festzustellen da
 in dieser Gleichung
sowohl die Raten mit der ein Zustand k aufgrund der Ankunft eines Kunden als
auch die Raten mit der der Zustand aufgrund des Abgangs eines Kunden nach
beendeter Bedienung verlassen wird enthalten sind
Fr jeden der zwei Schnitte a und b durch den Zustandsgraphen siehe Abbil
dung  kann eine Gleichgewichtsgleichung aufgestellt werden die erfllt sein
mu
 wenn sich das Bediensystem im Gleichgewicht bendet Hierzu werden die
Wahrscheinlichkeiten der benachbarten Zustnde pk pk    pk    und die
gegebenenfalls zustandsabhngigen Ankunfts und Bedienraten k k k 
  und k    verwendet
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Abbildung  Graph zur Herleitung der lokalen Gleichgewichtsgleichungen fr
ein M jM j Bediensystem
a pkk  pk   k    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Die erste Gleichung stellt den Wahrscheinlichkeits	u
 ber den Schnitt a dar
also da
 der Zustand k von Zustnden mit einer kleineren Zahl von Kunden
k

 k aus genau so oft erreicht wird wie er durch Abgang eines Kunden den
Zustand k erreicht
Die zweite Gleichung behandelt Schnitt b also den Wahrscheinlichkeits	u
 fr
das Verlassen des Zustands k durch Ankunft eines Kunden und den Wahrschein
lichkeits	u
 fr das Erreichen des Zustandes k ausgehend von einem Kunden
mehr im System
Denitionsgem
 werden in einer lokalen Gleichgewichtsgleichung nur die Rate
betrachtet mit der ein Zustand durch Ankunft eines Kunden erreicht bzw durch
Abgang eines Kunden verlassen wird Schnitt a 
Durch Addition der beiden Gleichungen kann die globale Gleichgewichtsgleichung
 hergestellt werden Lsungen der Gleichungen  und  sind des
halb auch immer Lsungen der Gleichung  Umgekehrt mu
 dies allerdings
nicht der Fall sein
Fr Bediensystemnetzwerke knnen nach demselbenMuster ebenfalls lokale Gleich
gewichtsgleichungen erstellt werden Hier wird zustzlich unterschieden bei wel
chem Bediensystem Kunden ankommen oder abgehen So entstehen bei einem
Bediensystemnetzwerk mit M Knoten M lokale Gleichgewichtsgleichungen pro
Systemzustand Damit die nachfolgende Darstellung bersichtlicher wird wird
in Abbildung  und in Ausdruck  der Flu
 

q

nicht dargestellt da die
ser auf beiden Seiten der Gleichungen als abgehender und ankommender Strom
auftreten wrde
Durch Aufstellung der lokalen Gleichgewichtsgleichungen entsteht pro Zustand
eine gr
ere Zahl von Gleichungen als bei der Aufstellung der globalen Gleichge
wichtsgleichungen Sie sind jedoch aufgrund ihrer Struktur leichter zu lsen Au

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Abbildung  Graph zur Herleitung der lokalen Gleichgewichtsgleichungen fr
ein oenes Bediensystemnetzwerk mit zwei Bediensystemen ge
m
 Abbildung 

erdem sind die Eigenschaften der lokalen Gleichgewichtsgleichungen eine Grund
lage fr eziente Berechnungsverfahren die in den nchsten Abschnitten darge
stellt werden
Fr den Zustand

 
 

knnen in obigem Beispiel zwei lokale Gleichgewichts
gleichungenaufgestellt werden jeweils eine fr das Bediensystem  und eine fr
das Bediensystem  Sie bestehen aus Teilgleichungen die an jedem der Schnitte
entstehen Sie lauten in diesem Fall siehe auch Abbildung 
Fr Bediensystem 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Auch hier kann berprft werden da
 sich aus den lokalen Gleichgewichtsglei
chungen die globale Gleichgewichtsgleichung durch Addition aller betroenen
Gleichungen ergibt Dabei ist zu beachten da
 die Gleichungen der Schnitt b



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und b

 erst bei der Betrachtung der Zustnde mit einem zustzlichen Kunden
aufgenommen werden
Wie bereits bei den einzelnen Bediensystemen gilt auch hier da
 die Existenz ei
ner Lsung der lokalen Gleichgewichtsgleichungen nicht gewhrleistet ist Sofern
es jedoch eine solche Lsung gibt ist sie gleichzeitig auch Lsung der globa
len Gleichgewichtsgleichungen denn aus den lokalen Gleichgewichtsgleichungen
lassen sich stets die globalen Gleichgewichtsgleichungen gewinnen indem die zu
einem Zustand gehrenden lokalen Gleichgewichtsgleichungen addiert werden
Bei genauerer Betrachtung der lokalen Gleichgewichtsgleichungen kann festge
stellt werden da
 sie den Gleichgewichtsgleichungen eines Einzelbediensystems
hneln Die Ankunftsrate an dem betrachteten Bediensystem 
i
setzt sich in ei
nem Netz allerdings aus den anteiligen Strmen der von anderen Bediensystemen
oder von au
en eintreenden Kunden zusammen Die die Bedienrate betreenden
Terme bleiben unverndert sieht man davon ab da
 die Zustandswahrscheinlich
keit der anderen Bediensysteme mitgefhrt wird
Eine auf den lokalen Gleichgewichtsgleichungen beruhende Berechnung der Zu
standswahrscheinlichkeiten basiert also letztlich auf einer unabhngigen Berech
nung von Zustandswahrscheinlichkeiten fr die einzelnen Bediensysteme Dies ist
mglich da ein Bediensystemnetzwerk mit ausschlie
lich exponentialverteilten
Zwischenankunfts und Bedienzeiten folgende Eigenschaften aufweist
 Der Abgangsproze
 einesM jM jmBediensystems ist exponentialverteilt Sie
he Burke  
 Die zufllige Ausdnnung mit Wahrscheinlichkeit p eines Stromes mit ex
ponentialverteilten Zwischenankunftszeiten und Ankunftsrate  fhrt zu
einem Strom mit exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten und An
kunftsrate p
 Die berlagerung von Strmenmit jeweils exponentialverteilter Zwischenan
kunftszeit ergibt einen Strom mit exponentialverteilten Zwischenankunfts
zeiten
Die Gesamtheit dieser Eigenschaften fhrt dazu da
 die Kennwerte und ins
besondere Zustandswahrscheinlichkeiten der einzelnen Bediensysteme nach der
Bestimmung der Ankunftsraten unabhngig voneinander mit Hilfe der Formeln
frM jM j  bzwM jM jmBediensysteme berechnet werden knnen Das hei
t die
Bediensysteme knnen quasi freigeschnitten und isoliert betrachtet werden Auf
dieser Erkenntnis basieren die sogenannten Dekompositionsmethoden die sowohl
zur exakten als auch zur nherungsweisen Berechnung von Kennwerten entwickelt
wurden

 Oene Bediensystemnetzwerke mit exponential verteilten Zeiten
Gelegentlich gengen bereits isoliert berechnete Kennwerte um Aufschlu
 ber
das Verhalten eines einzelnen mglicherweise kritischen Material	u
elementes
zu erhalten Hug werden jedoch Zustandswahrscheinlichkeiten fr das Gesamt
system bentigt beispielsweise um gemeinsam genutzte Puer auszulegen siehe
zum Beispiel Furmans in  und   sowie fortfhrend Furmans und Zillus
 
Jackson   hat gezeigt da
 die nachstehende sogenannte Produktforml
sung
eine Lsung der lokalen Gleichgewichtsgleichungen ist
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Dieses Ergebnis besagt da
 die Zustandswahrscheinlichkeiten fr ein Bediensy
stemnetzwerk berechnet werden knnen als ob die einzelnenKnoten eines Bedien
systemnetzwerkes unabhngig voneinander als M jM j Bediensysteme betrachtet
werden knnen und das Ergebnis als Produkt der einzelnen Zustandswahrschein
lichkeiten pk

 pk
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bestimmt werden knnte
Daraus l
t sich jedoch nicht ableiten da
 die Zwischenankuftszeiten an den ein
zelnen Bediensystemen tatschlich exponentialverteilt sind Dies ist siehe Gross
und Harris   S  nur dann der Fall wenn der Flu
 im Netzwerk keine
Schleifen aufweist
Diese Eigenschaft der Dekomponierbarkeit ist Grundlage vieler Nherungsver
fahren die im Analogieschlu
 die Berechnung von Kennwerten fr ein Netzwerk
auf die Kennwerte eines einzelnen freigeschnittenen Bediensystems zurckfhren
siehe Abschnitt 
   Beispiel Analyse eines Bediensystemnetzwerkes
Das Bediensystemnetzwerk aus Abbildung  soll mit Hilfe der in diesem Ab
schnitt eingefhrten Formeln analysiert werden Hierzu sind die Parameter wie
folgt gegeben
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Die Ankunftsraten betragen 
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 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 
 die zugehrigen Bedienraten
sind 
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   und 
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   Die 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Die Ankunftsrate am ersten Bediensystem betrgt 
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  Der Flu
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durch das zweite Bediensystem setzt sich zusammen aus dem Abgangs	u

des ersten Bediensystems 

der auch gleichzeitig mit dessen Ankunftsrate 

von extern beschrieben werden kann den externen Anknften 

und dem
rckgefhrten Teil des abgehenden Flusses 

q

 Fr das zweite Bediensystem
gilt deshalb
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Damit knnen die Auslastungsgrade fr Bediensystem  als 
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 
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und Bediensystem  als 

 
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

  bestimmt werden
Mit Hilfe des Ausdrucks  sind nun fr jedes Bediensystem die Zustandswahr
scheinlichkeiten berechenbar als
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Nun sind durch Verwendung von Ausdruck  Zustandswahrscheinlichkeiten
fr das Netzwerk bestimmbar So ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit da

das gesamte Netzwerk leer ist
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  BCMPNetzwerke
Die Bedingungen unter denen exakte Ergebnisse fr Bediensystemnetzwerke be
rechenbar sind wurden von Baskett Chandy Muntz und Palacios in  erheblich
erweitert Die Netzwerke fr die diese Ergebnisse gelten sind deshalb als BCMP
Netzwerke bekannt
Sie zeigten da
 fr ein Netz eine Produktformlsung existiert falls es folgende
Eigenschaften besitzt

 Nherungsverfahren fr oene Bediensystemnetzwerke
	 An den Bediensystemen wird nach den Disziplinen FCFS PS bzw LCFS
abgefertigt oder das Bediensystem verfgt ber eine unendliche Zahl von
Bedienstationen sogenannter IS Innite Server
	 Ist die Bediendisziplin FCFS so sind als Bedienzeitverteilungen nur Expo
nentialverteilungen zugelassen fr LCFS PS oder eine unendliche Zahl von
Bediensystemen knnen Bedienzeitverteilungen eingesetzt werden die eine
ganzrationale LaplaceTransformierte besitzen
	 Die Zwischenankunftszeiten sind
	 entweder exponentialverteilt und alle Kunden stammen aus einer Quel
le von der aus sie mit gegebenen Wahrscheinlichkeiten p
i
auf die
Bediensysteme verteilt werden
	 oder stammen aus mehreren unabhngigen Quellen die jeweils Kun
den mit exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten erzeugen
Eine genauere Darstellung ndet sich in Baskett et al  und bei Bolch   Seite
  Die Ergebnisse von Baskett et al gelten auch fr die unter Abschnitt 
behandelten geschlossenen Bediensystemnetzwerke
In Material	u
systemen sind sehr hug FCFS Bediendisziplinen anzutreen
was hug bereits in technischenGegebenheiten begrndet ist Au
erdem sind bei
FCFS Bediendisziplinen lediglich exponentialverteilte Bedienzeiten zur Erzielung
exakter Ergebnisse zulssig weswegen sich BCMPNetzwerke nur selten einsetzen
lassen
Aus diesemGrund wurden zahlreiche Nherungsverfahren entwickelt am Beispiel
des Nherungsverfahrens Queueing Network Analyzer QNA das am IFL fr
die Analyse von Material	u
systemen eingesetzt wurde sollen nachfolgend die
wichtigsten Elemente eines Nherungsansatzes vorgestellt werden
 Nherungsverfahren fr oene
Bediensystemnetzwerke
Die Berechnung von Kennwerten fr Bediensystemnetzwerke die ausschlie
lich
von Exponentialverteilungen charakterisiert werden beruht wie unter Abschnitt
 gezeigt auf dem Freischneiden der einzelnen Bediensysteme nachdem mit
Hilfe der Lsung der Flu
gleichungen die Ankunftsstrme an den Bediensystemen
ermittelt wurden Diese Vorgehensweise ist als Dekomposistionsverfahren bekannt
und aufgrund der speziellen Eigenschaften der Produktformlsung mglich

 Bediensystemnetzwerke
Fr Bediensystemnetzwerke bei denen zumindest eine der M Zwischenankunfts
verteilungen oder eine der M Bedienzeitverteilungen nicht die Exponentialver
teilungseigenschaft besitzt existiert keine Produktformlsung Um dennoch ap
proximativ Kennwerte zu bestimmen werden die Bediensysteme ebenfalls freige
schnitten Diese Nherung geht davon aus da
 die Bediensysteme sich nur ber
die Flsse 
ij
gegenseitig beein	ussen
Im Fall generell verteilter Zeiten ist neben der Ankunftsrate die aus der L
sung der Flu
gleichungen resultiert auch die Bestimmung der Varianz oder der
Variationskoezienten der Zeitlcken zwischen eintreenden bzw abgehenden
Kunden notwendig Die Flu
gleichungen knnen wie in Abschnitt  beschrie
ben gelst werden Die Berechnung der Varianzen bzw Variationskoezienten
erfordert zustzliche Betrachtungen Insbesondere ist zur Charakterisierung der
Flsse innerhalb des Bediensystemnetzwerkes die Bestimmung der Varianz der
Abgangsprozesse der Bediensysteme sowie der Varianz die bei der Aufspaltung
von Flssen oder bei deren berlagerung entsteht notwendig
Die Berechnung von Netzwerken mit generell verteilten Zeiten zerfllt deshalb in
die drei Teilaufgaben
	 Berechnung der Abgangsprozesse an einem GjGjmBediensystem
	 Aufteilung eines Abgangsstromes in mehrere Teilstrme die verschiedene
Ziele haben
	 berlagerung mehrerer Strme zu einem gemeinsamen Ankunftsstrom
Die Berechnung der Charakteristika des Abgangsstromes

einesGjGjmBediensystems
in Abhngigkeit von Zwischenankunfts und Bedienzeitverteilung kann mit Hilfe
der bereits in Abschnitt  und  vorgestellten Formeln erfolgen Weitere
Verfeinerungen sind mglich und werden unter Abschnitt  vorgestellt
Das Hauptaugenmerk dieses Abschnittes liegt deshalb auf den Formeln die zur
Charakterisierung von Strmen dienen die aufgeteilt und berlagert werden
Hierfr sind prinzipiell zwei Anstze bekannt
Khn  nutzt Erneuerungsprozesse und modelliert die Strme durch eine geeig
nete Hyper bzw Hypoexponentialverteilung mit identischen Mittelwerten und
Variationskoezienten Aufbauend auf diesen Verteilungen werden die beschrei
benden Verteilungen der resultierenden Strme bestimmt
Whitts Ansatz  baut unter anderem auf der Arbeit von Khn auf Er nhert
ebenfalls die Strme zwischen den Bediensystemenmit Hilfe von Erneuerungspro
zessen an und nutzt deren bekannte Eigenschaften um die ersten beiden Momente
 
Nachfolgend werden die Begrie Flu und Strom synonym verwendet Dies ist darin be
grndet da Abgangsstrom vertrauter als Abgangsu klingt das selbe gilt auch fr
Ankunftsstr
me bzw sse

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und damit die Kennwerte Variabilitt und Mittelwert der resultierenden Strme
zu bestimmen Eine Bestimmung von Verteilungsformen ndet in diesem Ansatz
nicht statt
 Exkurs Erneuerungsprozesse und Punktprozesse
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Abbildung  Wichtige Begrie zur Beschreibung von Erneuerungsprozessen
Die wichtigste Eigenschaft der bisher verwendeten MarkovProzesse ist die soge
nannte Gedchtnislosigkeit siehe Abschnitt  Diese Eigenschaft ist mit der
Exponentialverteilung verknpft In Anwendungsbereichen in denen die Expo
nentialverteilung nicht zur Beschreibung der vorliegenden Verteilungen geeignet
ist kann mit der Markoveigenschaft nur eingeschrnkt gearbeitet werden
Eine Klasse von stochastischen Prozessen mit breiterem Anwendungsbereich sind
die sogenannten Erneuerungsprozesse Mit dem Namen Erneuerungsproze
 ist
die Vorstellung verbunden da
 mit Hilfe des Prozesses beispielsweise der Ver
brauch von Glhbirnen beschrieben werden kann Die Lebenszeit der Glhbirnen
kann mit einer fr alle Glhbirnen gltigen Verteilung beschrieben werden und
sei fr alle Glhbirnen auch in den Parametern identisch Nach jedem Ausfall der
Glhbirne wird die Birne erneuert und die Zeit bis zum nchsten Ausfall wird
wiederum mit Hilfe der gleichen Verteilung beschrieben
Charakteristisch fr Erneuerungsprozesse ist die Eigenschaft da
 nach jedem
Eintritt eines Ereignisses die Zeit bis zum nchsten Ereignis aus der gleichen Ver
teilung stammt Wird ein Ankunftsproze
 als Erneuerungsproze
 abgebildet und
ist die Verteilung der Zwischenankunftszeiten bekannt so kann im Moment einer
Ankunft die Zeit bis zum nchsten Ankunftsereignis mit Hilfe dieser Verteilung
beschrieben werden Die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen

 Bediensystemnetzwerke
bezeichnet man als Erneuerungsintervall den Zeitpunkt eines Ereignisses als Er
neuerungszeitpunkt da sich hier der stochastische Proze
 wie neu prsentiert
siehe Abbildung 
Die Verteilung der Zeit von einem beliebigen Zeitpunkt t bis zur nchsten Er
neuerung zB Ankunft Glhbirnenausfall bezeichnet man als RekurrenzZeit
oder VorwrtsRekurrenzzeit Sie gehorcht bei einem Erneuerungsproze
 im Un
terschied zu einem MarkovProze
 nicht der gleichen Verteilung wie die Zeit zwi
schen zwei Anknften
Die Zeit die seit der letzten Erneuerung vergangen ist nennt man konsequenter
weise RckwrtsRekurrenzzeit bzw das Alter des Prozesses 
Punktprozesse sind eine Generalisierung der Erneuerungsprozesse die nicht mehr
die Unabhngigkeit der Intervallngen zwischen aufeinanderfolgenden Ankunfts
ereignissen voraussetzt Ankunftsstrme die sich aus der berlagerung von An
knften verschiedener Quellen zusammensetzen sind im allgemeinen nur als Punkt
prozesse zu beschreiben Nur die berlagerung von PoissonProzessen resultiert
in einem Erneuerungsproze
 der wiederrum auch ein PoissonProze
 ist
  QNA das Berechnungsverfahren von Whitt
QNA steht fr Queueing Network Analyzer also Analyseinstrument fr Bedien
systemnetzwerke und wurde von Ward Whitt fr AT&T entwickelt um Telekom
munikationsnetzwerke und Fertigungssysteme zu modellieren
Whitt hat mit QNA seine Arbeiten im Zusammenhang mit der approximativen
Berechnung von Bediensystemnetzwerken in  und  zusammengefa
t
Da die Berechnung von Kennwerten fr Punktprozesse grundstzlich mglich
in der Praxis aber aufgrund der Schwierigkeiten die notwendigen Informationen
zu beschaen siehe auch Whitt in   nicht durchfhrbar ist wird von Whitt
vorgeschlagen Punktprozesse mit Erneuerungsprozessen zu approximieren
Die Ankunfts und Bedienprozesse werden ber die Ankunfts bzw Bedienra
ten und die Variabilitten der Zwischenankunfts und Bedienzeiten beschrieben
Zustzlich zu den bereits in Abschnitt  ermittelten Flssen 
ij
zwischen den
Bediensystemen und Ankunftsraten 
i
der Bediensystememssen deshalb die Va
riabilitten c

ani
der Ankunfts und c

di
der Abgangsstrme sowie als Hilfsgr
e
die Variabilitten der Strme c

ij
zwischen den Bediensystemen bestimmt werden
siehe auch Abbildung 
Aufteilung von Strmen
Hat ein Bediensystem i mehrere Nachfolger j zu denen die Kunden nach Be
endigung ihrer Bedienung bei i mit Wahrscheinlichkeit q
ij
   bergehen so

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Abbildung  Ankunfts und Abgangsraten 
i
der Bediensysteme Fl
e 
ij
zwischen den Bediensystemen und zugehrige Variabilitten c

ani
des Ankunftstromes c

di
des Abgangsstromes und c

ij
der Str
me zwischen den Bediensystem in einem Netzwerk mit generellen
Verteilungen
wird ein Kunde aus dem Abgangsstrom von Bediensystem i nur mit der Wahr
scheinlichkeit p

 q
ij
in den Ankunftsstrom von j bernommen Die Wahr
scheinlichkeit p

da
 genau der bernchste Kunde bernommen wird betrgt
p

    q
ij
  q
ij
 Fr den dritten Kunden ist sie p

    q
ij


 q
ij
und fr
den nten p
n
    q
ij

n 
 q
ij
 Zur Ermittelung der Zwischenankunftszeit im
Strom von i nach j sind deshalb mit einer Wahrscheinlichkeit p
n
n Zwischenab
gangszeitintervalle zu addieren
Die aus diesem Proze
 enstehende Verteilung ist die Verteilung einer Summe
aus einer zuflligen Zahl Anzahl von Abgngen von Zufallsvariablen Zeit der
Zwischenabgangszeiten
Zur Bestimmung der Variabilitt im Flu
 von i nach j basiert auf der Variabi
litt der Zwischenabgangszeiten bei i und der Verteilung der Zahl der Abgnge
bei i die zwischen zwei Kunden liegen die aufeinanderfolgend in Richtung j ver
zweigt werden Die mittlere Zahl der Abgnge bei i die zwischen zwei Kunden
stattnden die in Richtung j verzweigt werden ist mit N
ij
bezeichnet Sie kann
aus

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  q
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bestimmt werden Zur Bestimmung der Varianz wird das leichter zu berechnende
zweite Moment der Zeitlcken im Strom von i nach j verwendet Analog zu 
ist das zweite Moment
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Der Mittelwert der Zwischenabgangszeit an Bediensystem i seiEt
di
 die Varianz
der Zeitlcken des Abgangsstromes kann dann aus der bekannten Variabilitt des
Abgangsstromes c

di
zu berechnen mit Hilfe von Ausdrcken wie in Tabelle 
von Bediensystem i und dem Mittelwert der Zwischenabgangszeit Et
di


zu
V art
di
  c

di
 Et
di



bestimmt werden
Fr Mittelwert und Varianz einer derart zusammengesetzten Verteilung gelten
nach Feller   S 
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Die gesuchte Variabilitt c

ij
der Zeitlckenverteilung im Strom von i nach j
entsteht durch nachfolgende Normierung mit Hilfe des quadrierten Erwartungs
wertes
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Abbildung  Variabilitt c

ij
des Stromes von i nach j in Abhngigkeit von
der Verzweigungswahrscheinlichkeit q
ij
fr verschiedene Werte
der Abgangsvariabilitt c

di
Trgt man wie in Abbildung  die Variabilitt c

ij
des aus einer Verzweigung
abgehenden Stromes ber der Verzweigungswahrscheinlichkeit q
ij
in Richtung j
fr verschiedene Werte c

di
der Variabilitt des Abgangsstromes des Bediensyste
mes i auf so ist zu erkennen da
 fr kleine Verzweigungswahrscheinlichkeiten die
Variabilitt des abgehenden Stromes gegen  strebt unabhngig davon welchen
Wert c

di
besitzt Es kann gezeigt werden da
 der Abgangsproze
 nicht nur die
Variabilitt  besitzt sondern tatschlich fr kleine Werte von q
ij
und fr zu
standsunabhngige Verzweigungswahrscheinlichkeiten gegen einen Markovproze

strebt
Strebt die Verzweigungswahrscheinlichkeit q
ij
gegen den Wert  geht die Varia
bilitt im Strom von i nach j gegen die Variabilitt des bei dem Bediensystem i
abgehenden Stromes c

di

berlagerung von Strmen
Ausgangspunkt sind Kundenstrme von mehreren Quellen i       M zu ei
nem gemeinsamen Ziel j Die Strme seien durch ihre Ankunftsraten 
ij
und
die zugehrigen Variabilitten c

ij
der Zwischenankunftszeiten t
ij
des Stromes
von i nach j beschrieben die mit Hilfe der im vorigen Abschnitt beschriebenen
Verfahren bestimmt werden knnen
Gesucht ist die Rate des zusammengefhrten Ankunftsstromes 
j
sowie die Va
riabilitt der Zwischenankunftszeiten an Bediensystem j c

anj

Die Ankunftsrate 
j
ergibt sich durch einfache Addition der Ankunftsraten und

 Bediensystemnetzwerke
kann durch Lsung der Flu
gleichungen bestimmt werden falls das Bediensy
stemnetzwerk keine eindeutige Flu
richtung besitzt

j

M
X
i 

ij
j       M 
Die Bestimmung der Variablitt oder gleichwertiger Ma
e ist schwieriger Im Ge
gensatz zu der exakt mglichen Berechnung der Variabilitt aufgeteilter Strme
ist die Bestimmung dieses Kennwertes fr die berlagerung von Ankunftsstrmen
nur nherungsweise mglich da aus der berlagerung von Erneuerungsprozessen
nur im Sonderfall der berlagerung von Markovprozessen ein Erneuerungsproze

resultiert Im allgemeinen wird jedoch ein Punktproze
 erzeugt der nachfolgend
mit Hilfe von Erneuerungsprozessen nherungsweise dargestellt werden soll
Whitt schlgt eine Kombination von zwei Approximationsmethoden vor der so
genannten stationren Intervallmethode

und der asymptotischen Methode

 In
der Verentlichung  hat Whitt die Basisverfahren dargestellt und Albin fhrt
in  die beiden Vorgehensweisen zu einem hybriden Approximationsverfahren
zusammen
Der Grundgedanke der stationren Intervallmethode besteht darin die Zeit bis
zum nchsten Eintreen eines Kunden zu betrachten whrend die asymptotische
Approximationsmethode unendlich viele Anknfte betrachtet
Die asymptotische Methode bestimmt die Variabilitt des berlagerten Stromes
als mit der relativen Ankunftsrate gewichtete Summe der einzelnen Ankunfts
strme
c
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Die stationre Intervallmethode fhrt zu keinem einfachen Ausdruck da abhn
gig von der Variabilitt der Strme verschiedene Approximationen mit Hilfe von
verschobenen Exponentialverteilungen und zweiphasigen Hyperexponentialver
teilungen vorgenommen werden
Da keine der beiden Approximationen fr sich alleine befriedigende Ergebnisse
liefert wurde von Albin ein hybrides Verfahren vorgeschlagen das mit Hilfe von
Simulationslufen parametriert wurde
Wenn c

a
die Variabilitt ist die mit Hilfe der asymptotischen Methode bestimmt
wurde und die Variable c

s
diejenige beschreibt die aus der stationren Intervall
methode resultiert so wird unter Zuhilfenahme der Hilfsvariablen w
j
als Kombi
nation

Im Original Stationary Interval Method

Im Origininal Asymptotic Method
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c

anj
 w
j
c

a
    w
j
c

s

vorgeschlagen Zahlreiche Simulationen zeigten da
 es mglich ist c

s
   zu
setzen Die Genauigkeit verringert sich dabei nur unerheblich im Gegenzug fllt
jedoch die aufwendige Ermittlung von c

s
fort
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Es mu
 nun noch der Gewichtungsfaktor w
j
bestimmt werden Albin schlgt
vor den Gewichtungsfaktor w
j
von den Ankunftsraten 
ij
und der Auslastung
des nachfolgenden Bediensystems j abhngig zu machen Hierfr wird zuerst die
Hilfsvariable v
j
als
v
j

 
P
M
i 
h

ij

j
i


bestimmt Damit wird w
j
als
w
j

 
      
j


v
j
  

festgelegt
Der Hilfsparameter v
j
ist ein Ma
 fr die Zahl der Ankunftsstrme dies stimmt
genau dann wenn alle ankommenden Strme gleich stark sind
Die Hilfsparameter w
j
und v
j
sind Bestandteil des Nherungsverfahrens und
knnten durch geeignetere Funktionen ersetzt werden sobald bessere Funktio
nen bekannt sind
Approximation der Abgangsprozesse
Der Kennwert c
di
des Abgangsprozesses kann mit Hilfe der in Tabelle  angege
benen Nherungsverfahren approximiert werden Es ist anzustreben Nherungs
verfahren zu verwenden die nicht Berechnungsergebnisse fr die Bediensysteme
wie zB die Wartezeit verwenden um die Kennwertberechnung selber von der
Bestimmung der Eingangsparameter zu entkoppeln
Whitt schlgt eine einfache Linearkombination der Bedienzeit und Zwischenan
kunftszeitvariabilitten vor die mit dem Auslastungsgrad  gewichtet werden
siehe Tabelle  Zeile  

 Bediensystemnetzwerke
Fr Mehrkanalsysteme wird die bereits vorgestellte Formel  vorgeschlagen
Die Nherungsgte beim Einsatz in der Kennwertberechnung fr Netzwerke kann
noch verbessert werden in dem Kennwerte vor und nachgelagerter Bediensyste
me in die Berechnung miteinbezogen werden Auch hierfr liefern die asymptoti
sche und die stationre Intervallmethode die Grundlagen In  wird gezeigt da

die in Tabelle  angegebene Approximation das Ergebnis einer auf der statio
nren Intervallmethode beruhenden berlegung ist Die asymptotische Methode
liefert als Ergebnis fr die Variabilitt c

di
des Abgangsprozesses nichts anderes
als die Variabilitt c

ani
des Ankunftsprozesses
Der Vergleich der Nherungsformeln mit Simulationsergebnissen zeigte da
 die
Reduktion der Variabilitt die durch einen getakteten Bedienproze
 zu erzie
len ist nicht so stark ausfllt wie Formel  dies prognostiziert Um diesen
Ein	u
 zu reduzieren schlgt Whitt eine Begrenzung des Ein	usses getakteter
Bedienzeiten vor so da
 sich nachstehender Ausdruck fr die Variabilitt des
Abgangsprozesses ergibt
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Bei hohen Auslastungen 
i
   sogenannter heavy trac nimmt der Ein
	u
 des Bedienungsprozesses vorgelagerter Bediensysteme ab der Ein	u
 der
Ankunftsprozesse nimmt dagegen zu Deshalb soll der Abgangsproze
 nach Be
stimmung der durch die Verzweigung erzeugten Variabilitten noch einmal mit
Hilfe der Auslastungsinformation abgestimmt werden um die Ergebnisse der sta
tionren IntervallBetrachtung durch die bei hohen Auslastungen bessere asym
ptotische Methode zu ergnzen
Ausgehend von dem Ausdruck  wird unter Einbeziehung des Auslastungsan
teils die Variabilitt wie folgt erweitert
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Mit der Korrektur aus Ausdruck  erhlt man stattdessen
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Variabilit
tsgleichungen
Die vorangehenden Abschnitte haben die wechselseitige Abhngigkeit der Varia
bilitt von den Eingangsgr
en dargestellt Aufgrund dieser Abhngigkeiten ist

 Nherungsverfahren fr oene Bediensystemnetzwerke
eine sukzesssive Bestimmung der Variabilitten nur dann mglich wenn das Netz
keine Rck	sse besitzt
Falls dies nicht der Fall ist kann ein Gleichungssystem aufgestellt werden dessen
Lsung die Variabilitten c

ani
im Ankunftsstrom der Bediensysteme sind
Aus der berlagerung der Ankunftsprozesse siehe  resultiert nachstehendes
Gleichungssystem
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Die c
ij
sind hierin noch zu bestimmen wofr die bei der Bestimmung der Ab
gangsprozesse und der nachfolgenden berlagerung angestellten berlegungen
von Bedeutung sind Die Lsung der Flu
gleichungen fr gegebene externe An
kunftsraten mu
 bereits vorliegen da die Auslastung 
j
bei der Bestimmung der
Variabilitt der Abgangsprozesse von Bedeutung ist Aus diesemGrunde sind hier
die Formeln  bzw  einzusetzen woraus die umfangreichere Formulierung
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resultiert
Die in diesem Gleichungssystem zusammengefa
ten Abhngigkeiten lassen sich
in einfacherer Form bei geeigneter Umformung darstellen denn die einzelnen
Gleichungen sind lineare Zusammenhnge der Form
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Der Vektor a und die Matrix B sind anhand der bereits aufgefhrten Formeln vor
der Lsung des Gleichungssystems zu bestimmen Die Komponenten a
j
werden
mit Hilfe der bereits bekannten Hilfsvariablen v
j
siehe  und w
j
siehe 
bestimmt die zur Parametrierung der berlagerung von Flssen dienen
Die Komponenten des Vektors a bilden im Wesentlichen den Ein	u
 der Varia
bilitt der externen Anknfte und den Ein	u
 der Bedienzeit ab
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 Bediensystemnetzwerke
Die Matrix B der b
ij
beschreibt die Transformation der Variabilitten der Ein
gangsstrme an den Bediensystemen i in die Variabilitten der Ausgangsstrme
einschlie
lich ihrer berlagerung
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Die Vorgehensweise der Kennwertberechnungmit Hilfe des QNA ist nachfolgend
zusammengefa
t
Die Berechnungsschritte des QNA
 Lse die Flu
gleichungen fr ein oenes Bediensystemnetzwerk mit Hilfe
von 
 Bestimme die Auslastungsgrade 
i
der Bediensysteme
 Lse das Gleichungssystem der Variabilittsgleichungen mit Hilfe von Aus
druck  bis 
 Berechne Kennwerte fr die Bediensysteme mit Hilfe der Ausdrcke aus
den Abschnitten  bzw 
 Geschlossene Bediensystemnetzwerke mit
exponentialverteilten Bedienzeiten
Fr Material	u
systeme in denen die ZahlK der Kunden im System konstant ist
wie zB bei einem 	exiblen Fertigungssystem die Zahl der Paletten oder bei einem
Fahrerlosen Transportsystem die Zahl der Fahrzeuge bieten sich geschlossene
Bediensystemnetzwerke als Modelle an
In Abbildung  ist ein geschlossenes Bediensystemnetzwerk dargestellt das
demjenigen aus Abbildung  gleicht Allerdings knnen im geschlossenen Netz
werk keine Zugnge von au
en an den Bediensystemen  und  stattnden
Im Gegensatz zu den oenen Bediensystemnetzwerken ist der Zustandsraum Z
des geschlossenen Netzwerkes begrenzt Die tatschliche Gr
e hngt von der
Zahl der insgesamt in dem Netzwerk bendlichen Zahl von Kunden ab Die Gr

e Z des Zustandsraumes Z ist die Zahl der Mglichkeiten mit der K Kunden
auf M Bediensysteme verteilt werden knnen und kann mit Hilfe des Binomial
koezienten
Z 

M K   
M   

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Abbildung  Beispiel eines geschlossenen Bediensystemnetzwerkes mit M  

Bediensystemen
berechnet werden
In Abbildung  ist der Zustandsraum des Bediensystemnetzwerkes aus Abbil
dung  gezeigt wie er sich im Falle von zwei im Netzwerk bendlichen Kunden
darstellt In diesem Fall sind nur  verschiedene Zustnde mglich Ein Vergleich
mit Abbildung  zeigt da
 der nun vorliegende Zustandsraum einen Ausschnitt
aus demjenigen fr ein oenes Bediensystemnetzwerk darstellt Allerdings kommt
die neue bergangswahrscheinlichkeit q

hinzu
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Abbildung  Zustandsraum des geschlossenen Bediensystemnetzwerkes aus
Abbildung 
Deshalb haben die globalen Gleichgewichtsgleichungen auch ein hnliches Ausse
hen Wird wie be den oenen Bediensystemnetzwerken der Ausdruck p

 
 



q

auf beiden Seiten der Gleichung gestrichen so lautet die Gleichung fr den Zu
stand

 
 

wie folgt
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Ebenso lassen sich lokale Gleichgewichtsbedingungen angeben die wie fr oene
Bediensystemnetzwerke abgeleitet werden knnen

 Bediensystemnetzwerke
 Produktformlsung fr geschlossene
Bediensystemnetzwerke
Deshalb ist es nicht erstaunlich da
 es Gordon und Newell in  gelang zu
zeigen da
 auch fr geschlossene Bediensystemnetzwerke Produktformlsungen
existieren Ihre Form ist derjenigen fr oene Bediensystemnetzwerke siehe Aus
druck   hnlich
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Darin gibt K die Anzahl der Kunden im Bediensystemnetzwerk an
Fr den Fall da
 mit Hilfe der Funktion F
i
k
i
 die Zustandswahrscheinlichkei
ten eines Bediensystems i bestimmt werden ist keine Normalisierungskonstante
GK notwendig Die Einfhrung der Normalisierungskonstanten GK erlaubt
jedoch bei der Durchfhrung der Berechnung alle in die Gleichung als konstantes
Produkt eingehenden Faktoren zu eliminieren und in der Normalisierungskosnat
nte so zu bercksichtigen da
 sich die Summe der Zustandswahrscheinlichkeiten
des begrenzten Zustandsraums zu  ergnzt
Die Normalisierungskonstante GK ist wie folgt zu bestimmen
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Die Terme F
i
k
i
 spielen die gleiche Rolle wie die Zustandswahrscheinlichkeiten
der Bediensysteme in oenen Bediensystemnetzwerken Im Unterschied zu oe
nen Bediensystemnetzwerken knnen fr geschlossene Netze nicht ohne weiteres
Ankunftsraten angegeben werden da die Ankunftsraten an den Bediensystemen
eines geschlossenen Bediensystemnetzwerkes von den noch zu berechnenden Zu
standswahrscheinlichkeiten des Netzes abhngen die ihrerseits durch die Zahl der
Kunden und die bergangswahrscheinlichkeiten bestimmt werden
Aus diesem Grunde wird die sogenannte Besuchshugkeit e
j
eingefhrt die den
relativen Anteil des Gesamt	usses angibt der durch das Bediensystem j 	ie
t
e
j
ist mit Hilfe der bergangsmatrix Q zu berechnen
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Das durch Ausdruck  gegebene Gleichungssystem enthlt jedoch nur M  
unabhngige Gleichungen da ein geschlossenes Bediensystemnetzwerk vorliegt
Da die Besuchshugkeiten nur in ihrer Relation zueinander von Bedeutung sind
kann eine der Variablen frei bestimmt werden Eine hug gewhlte Mglichkeit
besteht darin die Summe der e
j
auf  zu normieren Als zustzliche Bedingung
wird also die Gleichung
M
X
j 
e
j
   
eingefgt In diesem Fall geben die e
j
den Anteil am Gesamt	u
 an der durch
das Bediensystem j 	ie
t
Nimmt man dagegen an da
 das Bediensystem  eine besondere Funktion hat
zB als Zhlknoten dient an dem der Gesamtdurchsatz des Netzes gemessen
werden soll es soll also   

gelten so bietet sich an e

   zu setzen In
diesem Fall geben die e
j
dann das Verhltnis des Durchsatzes 
j
am Bediensystem
j im Verhltnis zum Durchsatz 

am Bediensystem  an Es gilt also
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Diese Annahme soll im weiteren verwendet werden
Wird als zustzliche Gleichung
e

   
gewhlt und stellt man sich Bediensystem  als ein Bediensystem vor welches
bei jedem Durchlauf eines Kunden durch das Netz genau einmal besucht wird so
geben die e
j
an wie oft ein Kunde im Durchschnitt bei einem Durchlauf durch
das Netz das Bediensystem j besucht Mit   

gilt fr den Durchsatz 
j
an
Knoten j
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Mit Hilfe der Besuchshugkeiten kann bereits ein wichtiger Kennwert fr das Be
diensystemnetzwerk bestimmt werden der Sttigungsdurchsatz Der Sttigungs
durchsatz ist der Grenzwert des Netzwerkdurchsatzes bei gegen unendlich stre
bender Kundenzahl K
Der Sttigungsdurchsatz wird durch das am hchsten ausgelastete Bediensystem
bestimmt an dem im Sttigungsfall keine Brachzeiten mehr auftreten

 Bediensystemnetzwerke
Da das Verhltnis der Durchstze an den einzelnen Bediensystemen durch die
Besuchshugkeiten beschrieben wird und diese in einem festen Verhltnis zu
einander stehen ist eine Durchsatzerhhung nur proportional zu den Besuchshu
gkeiten mglich Sobald sich ein Bediensystem dem Auslastungsgrad  nhert
erhhen zustzlich ins System eingebrachte Kunden nur den Bestand vor der
Engpa
station fhren aber nicht zu wesentlich erhhtem Durchsatz an diesem
und damit an allen Bediensystemen
Auf der Basis der Besuchshugkeiten der Bedienraten und der Zahl der Be
dienstationen an den Bediensystemen kann der Sttigungsdurchsatz einfach be
stimmt werden Besitzen mehrere Bediensysteme die gleiche Leistungsfhigkeit
m
i

i
gemessen als Produkt aus Anzahl Bedienstationen und deren Bedienrate
in Relation zu den Besuchshugkeiten e
i
 so wird der Sttigungsdurchsatz durch
diese Bediensysteme gemeinsam beschrnkt
Zur Bestimmung der Engpa
knoten werden also diejenigen Bediensysteme ge
sucht die den Gesamtdurchsatz 
max
entscheidend beschrnken ihre Indizes
seien in der Menge E enthalten Gehen wir davon aus da
 am Zhlknoten
dem Bediensystem  die Besuchshugkeit auf  gesetzt wurde An allen ande
ren Bediensystemen liegt bei maximalem Netzwerkdurchsatz ein Durchsatz von

imax
 
max
 e
i
vor Die Engpsse zeichnen sich dadurch aus da
 an ihnen der
dem Sttigungsdurchsatz entsprechende Durchsatz 
imax
der Summe der Bedi
enraten aller Bedienstationen entspricht
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Fr jedes Bediensystem i       M kann ein hypothetischer Sttigungsdurch
satz 
hyp
imax
bestimmt werden der erreicht wrde falls das Bediensystem i zur
Menge der Engpa
stationen gehren wrde Der Sttigungsdurchsatz ergibt sich
dann als Minimum aller 
hyp
imax

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m
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e
i
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Die Menge der Engpa
stationen E ist damit wie folgt bestimmt
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Zur Berechnung von Durchstzen unterhalb des Sttigungsdurchsatzes und zur
Berechnung des Durchsatzes fr eine bestimmte Kundenzahl K sind weitere Be
trachtungen notwendig die ebenfalls auf der Produktformlsung basieren
Die Produktformlsung fr oene Bediensystemnetzwerke beruht auf der Berech
nung von Zustandswahrscheinlichkeiten fr die einzelnen Bediensysteme die mit
Hilfe der Ausdrcke  fr Einkanalsysteme und  fr Mehrkanalsysteme zu
bestimmen sind
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Soll der Ausdruck  in einem geschlossenen Bediensystemnetzwerk fr das
Bediensystem i eingesetzt werden so kann er wie folgt erweitert werden
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Werden vorstehende Ausdrcke in  eingesetzt so entsteht
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Da GK in jedem Falle berechnet werden mu
 bietet es sich an aus Formel 
alle Teile zu entfernen die fr alle Zustnde gleich sind da diese ber die Nor
malisierungskonstante GK kompensiert werden knnen In Ausdruck  sind
zwei Vereinfachungen mglich
	 Da die Summe aller Kunden im System konstant und gleich
P
M
i 
k
i
 K
ist ist auch das Produkt
Q
M
i 

k
i
konstant Das hei
t  kann aus Aus
druck  entfernt werden
	 Das Produkt  
e
 

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 
e



     
e
M

M
 ist ebenfalls fr alle Zustnde
konstant und kann weggelassen werden
Mit Hilfe dieser berlegungen kann der den Zustand des Bediensystems j be
schreibende Bestandteil
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isoliert werden
Fr Mehrkanalbediensysteme knnen die gleichen berlegungen angestellt wer
den woraus der nachstehende Ausdruck fr F
j
k
j
 resultiert siehe  
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 Bediensystemnetzwerke
Der Faktor b
j
k
j
 dient der Bercksichtigung der Zahl paralleler Bedienstationen
und ist deshalb wie folgt zu bestimmen
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Mit Hilfe der Zustandswahrscheinlichkeiten des Netzwerkes knnen nun die Zu
standswahrscheinlichkeiten p
j
k
j
 n fr einen bestimmten Zustand n eines
Bediensystems bestimmt werden Hierzu werden alle Wahrscheinlichkeiten von
Netzwerkzustnden addiert die den gleichen Zustand n des Bediensystems j
beinhalten
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Die notwendigen Schritte zur Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten in
einem geschlossenen Bediensystemnetzwerkmit Hilfe der Produktformlsung sind
nachstehend zusammengefa
t
Berechnungsschritte der Produktformlsung f geschlossene Netze
 Bestimme die Besuchshugkeiten e
j
mit Hilfe von 
 Bestimme fr jedes Bediensystem j       M und mgliche Kundenzahl
k
j
     K den Faktor F
j
k
j

 Berechne die Normalisierungskonstante GK mit 
 Berechne die Zustandswahrscheinlichkeiten der Netzwerkzustnde mit Hilfe
von 
 Berechne die Zustandswahrscheinlichkeiten einzelner Bediensysteme mit
Hilfe von 
Die vorstehend beschriebene Vorgehensweise ist eine scheinbar einfache Mglich
keit Kennwerte fr geschlossene Bediensystemnetzwerke zu berechnen Bei ge
nauerer Betrachtung der dabei vorzunehmenden Rechenoperationen stellt sich
jedoch heraus da
 eine praktische Durchfhrung der numerischen Berechnungen
sehr schnell unmglich wird

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Tabelle  Gr
e Z des Zustandsraumes eines geschlossenen Bediensystemnetz
werkes fr K Kunden und M Bediensysteme
Dies ist in der gro
en Zahl mglicher Zustnde begrndet die ein geschlossenes
Bediensystem annehmen kann Tabelle  gibt die Gr
e des Zustandsraumes
fr einige Kombinationen von K und M an Die Berechnung erfolgte mit Hilfe
von Formel 
In Folge der gro
en Zahl von Zustnden die angenommen werden knnen ist
auch die Wahrscheinlichkeit mit der ein bestimmter Zustand eintritt sehr klein
Die Gr
enordnung fr die Wahrscheinlichkeit eines Zustand ist im Mittel unge
fhr so gro
 wie  Z also zB fr K    und M   liegen die Zustands
wahrscheinlichkeiten in der Gr
enordnung von  
 
 Dadurch knnen bei der
numerischen Berechnung erhebliche Fehler auftreten
Au
erdem ist die Bestimmung der zulssigen Zustnde aufgrund ihrer gro
en
Zahl sehr zeitaufwendig Knnten beispielsweise auf einem Rechner pro Sekun
de  zulssige Zustnde ermittelt und deren Wahrscheinlichkeit berechnet
werden so wren in diesem Beispiel etwa    

Jahre zur Berechnung aller
Zustandswahrscheinlichkeiten notwendig
Dennoch sind die hier dargestellten Ergebnisse von Bedeutung da aufbauend auf
der Produktformlsung einige eziente Berechnungsverfahren entwickelt wurden
Hierzu zhlen
	 Der Faltungsalgorithmus entwickelt von Buzen  
	 LBANC Local Balance Algorithm for Normalizing Constants entwickelt
von Chandy und Sauer  
	 SCAT Self Correctins Approximation Technique von Neuse und Chandy
 
Eine gute bersicht ber diese Verfahren geben die Monographie von Bolch  
sowie das Buch von King  
Die Mittelwertanalyse bietet eine gute Basis fr Nherungsverfahren fr die
Kennwertberechnung von Bediensystemnetzwerken mit generell verteilten Bedi
enzeiten zur Analyse von Material	u
systemen Deshalb wird im nachfolgenden
Abschnitt die Mittelwertsanalyse dargestellt

 Bediensystemnetzwerke
  Mittelwertanalyse ein Berechnungsverfahren fr
geschlossene Bediensystemnetzwerke
Die von Reiser und Lavenberg  entwickelte Mittelwertanalyse ermittelt Kenn
werte unter Verwendung von Little%s Gesetz und einer Betrachtung der Zahl der
Kunden die ein Kunde im Moment seiner Ankunft an einem Bediensystem dort
vorndet Eine direkte Berechnung der normalisierenden Konstanten wird nicht
vorgenommen Aus diesem Grund ist die Mittelerwertanalyse sehr ezient wenn
die Bestimmung von Mitterlwerten fr die Lsung der Dimensionierungs oder
Analyseaufgabe ausreichend ist
Sevcik und Mitrani   sowie Reiser und Lavenberg   haben gezeigt welche
Zahl von Kunden in einem geschlossenen Bediensystemnetzwerkmit exponential
verteilten Bedienzeiten im Moment einer Kundenankunft erwartet werden kann
Ein gut verstndlicher auf der Operationellen Analyse basierender Beweis kann
in  nachgelesen werden Dieses Ergebnis ist als Ankunftstheorem oder genauer
als Satz ber die Verteilung der Kundenzahl im Ankunftszeitpunkt bekannt
Satz 
 ber die Verteilung der Kundenzahl im Ankunftszeitpunkt
Die Wahrscheinlichkeit da ein am Bediensystem i eintreender Kunde das Be
diensystemnetzwerk mit K Kunden im Zustand k

 k

     k
i
      k
M

T
vor
ndet ist gleich der Gleichgewichtswahrscheinlichkeit des Zustandes k

 k

     k
i

      k
M

T
im gleichen Bediensystemnetzwerk mit K    Kunden im Umlauf
Mit Hilfe des Ankunftstheorems kann die Verweilzeit t
vi
eines gerade am Bedien
system i eingetroenen Kunden in derselben Weise bestimmt werden wie es fr
das M jGj Bediensystem durchgefhrt wurde Die Verweilzeit setzt sich zusam
men aus der Bearbeitungszeit des gerade in Bearbeitung bendlichen Kunden
und der Summe der Bearbeitungszeiten aller bereits wartender Kunden Hinzu
kommt die erwartete Bedienzeit des eingetroenen Kunden t
abi
 Da die Bedien
zeit exponential verteilt ist besteht kein Unterschied zwischen der Verteilung der
Restbedienzeit des gerade bedienten Kunden und der Verteilung der Bedienzeit
Da die erwartete Verweilzeit an einem Bediensystem von der Zahl im Netzwerk
umlaufender Kunden K abhngt soll ein von K abhngiger Wert der erwarteten
Verweilzeit t
vi
K bestimmt werden Fr den Mittelwert der Verweilzeit t
vi
K
an einem Bediensystem i mit einer Bedienstation gilt
t
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Der von der Zahl der Kunden abhngende Gesamtdurchsatz des Netzes K
wird mit Hilfe der Verweilzeit der Kunden K an den einzelnen Bediensystemen
ermittelt

	 Geschlossene Bediensystemnetzwerkemit exponentialverteiltenBedienzeiten
Hierzu verwenden wir die bereits mit Hilfe von  und der Normierung 
berechneten Besuchshugkeiten und gewichten mit ihnen die an den Bediensy
stemen anfallenden Verweilzeiten
Dividiert man nun die Gesamtzahl der Kunden K durch die im Mittel fr den
Umlauf eines Kunden durch das Bediensystemnetzwerk bentigte Zeit
P
M
i 
e
i

t
vi
K so kann der Gesamtdurchsatz berechnet werden
K 
K
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e
i
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vi
K

Mit Hilfe von Little%s Gesetz kann au
erdem ein Zusammenhang zwischen der
mittleren Zahl von Kunden N
i
K an dem Bediensystem i mit Ankunftsrate

i
K sowie Verweilzeit t
vi
K an diesem Bediensystem hergestellt werden Die
ermittelten Werte gelten immer fr eine feste Zahl K von Kunden im System
N
i
K  
i
Kt
vi
K 
Dabei ist 
i
K  K  e
i

Oensichtlich ist N
i
   Damit und mit den Ausdrcken  bis  ist die
Voraussetzung geschaen iterativ Kennwerte fr das Bediensystemnetzwerk zu
berechnen die ausschlie
lich aus Einkanalbediensystemen bestehen
Bei Mehrkanalsystemen ist die Bestimmung der Verweilzeit t
vi
K aufwendiger
da  nicht in dieser einfachen Form gilt Zur Berechnung wird die beding
te Wahrscheinlichkeit p
i
jjl herangezogen die angibt mit welcher Wahrschein
lichkeit j Kunden am Bediensystem i gleichzeitig bedient werden wenn sich im
Gesamtnetzwerk l Kunden benden Es gilt  siehe   S 
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Fr ein leeres Netzwerk ist oensichtlich
p
i
j    
zutreend
Die Wahrscheinlichkeit eines leeren Systems kann als Residuum aller Zustands
wahrscheinlichkeiten p
i
jjl berechnet werden
p
i
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l
X
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Die Verweilzeit l
t sich damit fr Mehrkanalsysteme wie folgt berechnen

 Bediensystemnetzwerke
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Damit sind alle notwendigen Ausdrcke fr die Berechnung von Mittelwerten fr
Leistungskenngr
en von geschlossenen Bediensystemen mit exponentialverteil
ten Bedienzeiten zusammengestellt und es resultiert die nachfolgend dargestellte
Vorgehensweise
Berechnungsschritte der Mittelwertanalyse
 Bestimme die Besuchshugkeiten e
i
mit Hilfe von  und 
 Initialisiere die Kennwerte
N
i
   i       M
p
i
j    i       M
p
i
jj   j       m
i
  
 Iteriere ber der Zahl der Kunden l    bis K
a Bestimme t
vi
nach Formel  bzw  fr alle Bediensysteme i 
     M
b Berechne den Durchsatz des Netzwerkes fr l Kunden mit 
c Berechne den Durchsatz an den Bediensystemen aus 
i
   e
i
d Bestimme die Zahl der Kunden an jedem Bediensystem mit Hilfe von
Formel 
 Abschlie
end knnen fr die Bediensysteme die aktuellen Werte anderer
Kenngr
en wie zB Auslastungsgrade 
i
 Wartezeiten t
wi
bestimmt wer
den
Als Nachteil der Mittelwertanalyse wird in der Literatur der hohe Speicherbedarf
genannt da alle Gr
en whrend der Iteration ber die Auftragszahlen gespei
chert werden mssen was insbesondere bei den fr Mehrkanalsysteme zu berech
nenden p
i
jjl ins Gewicht fllt Fr praxisrelevante Flle aus dem Material	u

bereich stellen jedoch die Speicheranforderungen Gr
enordnung K

Werte auf
modernen Arbeitsplatzrechnern kein Hindernis dar
Die Anwendung der Mittelwertanalyse auf gro
e Netzwerke mit Mehrkanalbe
diensystemen wird durch die Formel  begrenzt wenn die Berechnung der
Dierenz an die Grenzen der Rechengenauigkeit von Digitalrechnern st
t

 Geschlossene Bediensystemnetzwerke mit generell verteilten Bedienzeiten
Ein Vorzug der Mittelwertanalyse besteht darin da
 nicht nur der Durchsatz
fr K Kunden sondern auch fr alle kleineren Werte bestimmt wird Da der
Durchsatz geschlossener Bediensystemnetzwerke mit unbeschrnkten Warteru
men wchst wenn Kunden hinzugefgt werden knnen mit Hilfe der Mittel
wertanalyse solange Kunden dem System hinzugefgt werden bis der erforder
liche Durchsatz erbracht wird oder der Sttigungsdurchsatz erreicht wird Bei
bekanntem Maximaldurchsatz 
max
kann das typsiche Durchsatzverhalten eines
geschlossenen Bediensystemnetzwerkes siehe Abbildung  iterativ ermittelt
werden
"$
,	
Abbildung  Durchsatz K und Maximaldurchsatz 
max
eines geschlosse
nen Bediensystemnetzwerkes
Die Bedeutung der Mittelwertanalyse fr Anwendungen in der Material	u
pla
nung liegt vor allem darin da
 sie als Grundlage zahlreicher Nherungsverfahren
verwendet werden kann Als Beispiel hierfr werden in den nchsten Abschnitten
die Antwortzeiterhaltung

und das Verfahren von Marie vorgestellt

 Geschlossene Bediensystemnetzwerke mit
generell verteilten Bedienzeiten
Fr geschlossene Bediensystemnetzwerkemit generell verteilten Bedienzeiten sind
keine exakten Kennwerte berechenbar Deshalb wurden einige Nherungsverfah
ren entwickelt Am Beispiel der Antwortzeiterhaltung  l
t sich gut darstellen
wie Nherungsverfahren auf Verfahren zur Ermittlung exakter Ergebnisse aufge
baut werden knnen Mit dem Verfahren von Marie wird anschlie
end ein Verfah
ren vorgestellt das eine bessere Nherungsqualitt als die Antwortzeiterhaltung
 ermglicht

Im Englischen Response Time Preservation genannt und deshalb unter der Abkrzung RTP
bekannt

 Bediensystemnetzwerke
 Das Verfahren der Antwortzeiterhaltung
Das Verfahren der Antwortzeiterhaltung entwickelt von Agrawal et al  sei
zuerst fr Bediensystemnetzwerke dargestellt die ausschlie
lich aus Einkanal
Bediensystemen bestehen Ziel des Verfahrens ist vor allem die Approximation
des Gesamtdurchsatzes Bei konstanter Kundenzahl K hngt der Gesamtdurch
satz davon ab wie gro
 die Verweilzeit der Kunden an den Bediensystemen jeweils
ist Deshalb steht die Abschtzung der mittlerenVerweilzeiten t
vi
imMittelpunkt
dieses Verfahrens Die Verweilzeit eines Kunden in einem Bediensysteme wird
im Zusammenhang mit geschlossenen Bediensystemenetzwerken hug dazu ver
wendet das Antwortverhalten von HostSystemen abzubilden Deshalb ist dieses
Verfahren in der Literatur als Antwortzeiterhaltung im Englischen response
time preservation bekannt
Das Verfahren basiert auf einer Aufteilung des Gesamtproblems in eine Mikro
sicht in der die einzelnen Bediensysteme betrachtet werden und eine Makro
sicht  in der das gesamte Netzwerk abgebildet ist
In der Mikrosicht wird ausgenutzt da
 die exakte Berechnung von Kennwerten
frM jGj Bediensystemen mglich ist wobei vereinfacht angenommen wird da

sich die Ankunftsprozesse an einem Knoten zu exponentialverteilten Zwischenan
kunftszeiten berlagern
Hierfr ist jedoch zumindest die Kenntnis der Ankunftsraten 
i
notwendig wenn
sich K Kunden im Bediensystemnetzwerk benden Die Ankunftsraten werden
in der Makrosicht mit Hilfe eines geschlossenen Bediensystemnetzwerkes mit ex
ponentialverteilten Bedienzeiten ermittelt
Im ersten Schritt werden Kennwerte insbesondere die Ankunftsraten 
i
fr al
le Bediensysteme zB mit Hilfe der Mittelwertanalyse bestimmt Dabei werden
die Bedienraten 
i
der Bediensysteme wie vorgegeben verwendet Mit Hilfe der
bekannten Ankunftsraten 
i
knnen nun Kennwerte der freigeschnittenen Bedien
systeme mit Hilfe der Ausdrcke  bis  fr M jGj BediensystemModelle
berechnet werden Von besonderem Interesse sind die Verweilzeiten t
vi
 die mit
t
M jGj
vi
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 Et
abi



  Et
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berechnet werden Die so ermittelten Verweilzeiten werden im allgemeinen nicht
mit denjenigen bereinstimmen die fr ein M jM j Bediensystem mit den glei
chen Bedien und Ankunftsraten ermittelt worden wren Deshalb werden im
nchsten Schritt quivalente Bedienraten 

i
bestimmt die bei einem M jM j 
Bediensystemzur gleichen Verweilzeit t
M jGj
vi
wie fr das isolierteM jGj Bediensystem
fhren

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 Geschlossene Bediensystemnetzwerke mit generell verteilten Bedienzeiten
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Mit Hilfe dieser angepa
ten Bedienraten wird wieder eine Berechnung fr das
Bediensystemnetzwerk vorgenommen und neue Ankunftsraten 
i
bestimmt Das
Verfahren bricht ab sobald sich der neuberechnete Durchsatz des Netzes nur noch
marginal von dem im vorigen Schritt berechneten unterscheidet
Zusammengefa
t l
t sich der Ablauf der Berechnung wie folgt beschreiben
Berechnungsschritte der Antwortzeiterhaltung
 Schtze den Gesamtdurchsatz des Netzwerkes  und die Ankunftsraten

i
mit Hilfe eines geschlossenen Bediensystemnetzwerkes mit gleichen je
doch exponentialverteilten Bedienzeiten und ansonsten identischer Struk
tur Merke den ermittelten Gesamtdurchsatz 
vor
 
 Analysiere die Knoten unter der Annahme exponentialverteilter zustand
sunabhngiger Ankunftsraten 
i
und den vorgegebenen Werten fr Et
abi

und Et

abi
 Bestimme die Verweilzeiten t
M jGj
vi
fr alle Knoten nach 
 Bestimme die quivalenten Bedienraten die fr M jM j Bediensysteme zu
gleichen Verweilzeiten fhren wrden mit Hilfe von Formel 
 Analysiere das Netz als geschlossenes Bediensystemnetzwerk mit exponen
tialverteilten Bedienzeiten  

i
 Bestimme den neuen Wert fr den Gesamt
durchsatz 
neu
 Vergleiche den neu berechneten Netzdurchsatz 
neu
mit dem im vorigen
Durchlauf ermittelten 
vor
 Falls sich die Vernderung des Durchsatzes
j
vor
 
neu
j 	  noch ber einer vorgegebenen Schwelle  bendet dann
fhre eine erneute Iteration ab Schritt  durch
Eine Erweiterung des Verfahrens der Antwortzeiterhaltung auf Netzwerke mit
M jGjmBediensystemen ist mglich indem die Approximationen aus Abschnitt
 zu Hilfe genommen werden

 Bediensystemnetzwerke
Das Verfahren der Antwortzeiterhaltung kann zu schlechten Approximationser
gebnissen fhren die insbesondere dann auftreten wenn sich wenige Kunden
im Bediensystemnetzwerk benden Der Grund hierfr liegt in der Behandlung
der Ankunftsprozesse als zustandsunabhngige MarkovProzesse Es ist jedoch
einsichtig da
 insbesondere in Netzen mit kleiner Kundenzahl K eine starke Zu
standsabhngigkeit bei den Ankunftsraten besteht Ein Selbstregulierungseekt
tritt ein da die Ankunftsrate nachl
t wenn sich an einem Knoten bereits viele
Kunden angesammelt haben und deshalb die Wahrscheinlichkeit von Anknften
geringer wird In der Material	u
planung kann dieses Verhalten zum Beispiel von
Bedeutung sein wenn geschlossene Fahrzeugsysteme abgebildet werden
Die Zustandsabhngigkeit der Ankunftsraten ist in dem Verfahren von Marie das
im nchsten Abschnitt vorgestellt wird wesentlich besser abgebildet
  Das Verfahren von Marie
Im von Raymond Marie siehe     entwickelten Verfahren wird ebenfalls
eine Mikro und ein Makrosicht benutzt um Kennwerte iterativ zu bestimmen
In der Mikrosicht werden kjC
n
j Bediensysteme siehe Abschnitt  ver
wendet die es erlauben zustandsabhngige Ankunftsraten in die Betrachtung
miteinzubeziehen
Die zustandsabhngigen Ankunftsraten an einem Bediensystem werden fr jedes
einzelne Bediensystem bestimmt indem jedes der Bediensysteme aus dem Netz
genommen und durch einen Kurzschlu
 berbrckt wird In Abbildung  ist
das Bediensystemnetzwerk zu sehen a und die berbrckung von Bediensystem
i b zur Berechnung der zustandsabhngigen Ankunftsraten 
i
k
i

Fr das kurzgeschlossene Bediensystemnetzwerk sind nun die Durchstze fr je
de mgliche Zahl von Kunden K  k
i
fr k
i
     K    zu bestimmen Der
Flu
 auf der kurzgeschlossenen Verbindung die sich an der Stelle des Bediensy
stem i bendet ist quivalent zur zustandsabhngigen Ankunftsrate im Zustand
k
i
an diesem Bediensystem i wenn sich in dem Ersatznetzwerk K  k
i
Kunden
benden Es wird dabei wie bei dem Verfahren der Antwortzeiterhaltung unter
stellt da
 die Bedienzeiten an den Bediensystemen des Netzes exponentialverteilt
sind Deshalb knnen eziente Berechnungsverfahren eingesetzt werden wobei
sich fr das Verfahren von Marie die Mittelwertanalyse siehe Abschnitt 
anbietet da der iterative Berechnungsalgorithmus die Durchstze sukzessive fr
K

      K bestimmt Bei Abschlu
 der Mittelwertanalyse liegen bereits fr
alle mglichen Zustnde k
i
die entsprechenden zustandsabhngigen Ankunftsra
ten vor
Die Mittelwertanalyse mu
 allerdings modiziert werden da die Bedienraten der
kjC
n
j Bediensysteme ebenfalls zustandsabhngig sind Dies kann durch eine

 Geschlossene Bediensystemnetzwerke mit generell verteilten Bedienzeiten
i

$
$
Abbildung  Kurzschlu
 des Bediensystems i zur Kennwertberechnung nach
dem Verfahren von Marie
Erweiterung der Mittelwertanalyse erreicht werden die analog zu der in Ab
schnitt  kurz dargestellten Erweiterung in Bezug auf Mehrkanalbediensyste
me vorgeht
Ausdruck  wird um Bedienraten 
i
k erweitert die zu Verweilzeiten abbilden
die spezisch fr eine bestimmte Kundenanzahl im System sind
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Die Ausdrcke  und  knnen aus der Mittelwertanalyse bernommen
werden Die iterative Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten siehe 
kann fr zustandsspezische Bedienraten zu
p
i
jjl 

i
l

i
j
 p
i
j   jl    j       K 
erweitert werden Die Werte p
i
j und p
i
jl sind entsprechend  und 
zu bestimmen
Die Hilfsnetze werden fr jedes Bediensystem das keine exponentialverteilten
Bedienzeiten besitzt erzeugt und mit ihrer Hilfe werden die zugehrigen An
kunftsraten bestimmt
Danach wird in die Mikrosicht bergewechselt in der die einzelnen Bediensysteme
in Isolation jedoch bei zustandsabhngigen Ankunftsraten analysiert werden
Hierfr werden die in Abschnitt  dargestellten Ergebnisse verwendet

 Bediensystemnetzwerke
Nach jedem Berechnungsschritt ist zu berprfen ob die Ergebnisse der Mikro
betrachtungen mit den Ergebnissen des Makromodells bereinstimmen Hierfr
schlgt Marie zwei Kennwerte vor Zum einen ist zu berprfen ob die Gesamt
zahl von Kunden die sich aus der Summation der Einzelanalysen ergibt mit der
vorgegebenen festen Kundenzahl bis auf eine vorzugebende relative Dierenz 
bereinstimmt
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Zum anderen dient die bereinstimmung der Durchstze als berprfungskrite
rium
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Berechnungsschritte des Verfahrens von Marie
 Erzeuge fr jeden Knoten i       M ein Hilfsnetz das diesen Knoten
nicht enthlt Setze die zustandsabhngigen Bedienraten in den Bediensy
stemen auf
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 Berechne bei allen Hilfsnetzen die zustandsabhngigen Ankunftsraten 
i
k
i

mit Hilfe der Ausdrcke   sowie   und  mit Hilfe der
angepa
ten Mittelwertanalyse und der Beziehung 
i
 e
i
 
 Analysiere jeden Knoten mit Hilfe der im vorigen Schritt berechneten zu
standsabhngigen Ankunftsraten unter Nutzung der Ergebnisse aus Ab
schnitt 
 berprfe die Konvergenzkritereien  und  Falls die Ergebnisse un
befriedigend sind setze die im vorigen Schritt bestimmten zustandsabhn
gigen Bedienraten ein

j
k
j
  
j
k
j
 j       M 
und fahre mit Schritt  fort

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
 Modellierung und Optimierung von
Produktionssystemen mit Hilfe von
bedientheoretischen Modellen
Im Verlauf der Planung eines Fertigungssystems und des zugehrigen Materi
al	u
systems sind bedientheoretische Modelle dann sinnvoll einzusetzen wenn
statische Auslastungsberechnungen keine aussagekrftigen Ergebnisse zB be
zglich der Durchlaufzeiten und Fertigungsbestnde liefern knnen die Zahl der
zu betrachtenden Alternativen jedoch noch so gro
 ist da
 eine Analyse aller
Mglichkeiten mit Hilfe von Simulationsmodellen zu aufwendig ist
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Abbildung  Anwendungsbereiche verschiedener Modellierungsarten nach
 
Da sich Kennwerte fr bedientheoretische Modelle analytisch berechnen oder mit
Hilfe eines Simulationsmodelles ermitteln lassen ist eine analytische Kennwerter
mittlung nicht zwingend zumEinsatz bedientheoretischerModelle notwendig sie
he auch Abbildung  Das Verstndnis fr die Hauptein	u
faktoren da
 sich
aus der Herleitung analytischen Berechnungsverfahren ergibt hilft bei der Ana
lyse von Simulationsergebnissen Hieraus wiederum knnen Hinweise auf Verbes
serungsmglichkeiten gezogen werden
 Hinweise zur Gestaltung von Materialu	systemen
Wie bereits im vorigen Abschnitt deutlich wurde ist die Reduzierung der Varia
bilitten in Bedienungs und Zwischenankunftszeiten eine Mglichkeit ohne Ka
pazittserweiterung Durchlaufzeiten in Material	u
systemen zu reduzieren siehe
auch Fromm in  

 Bediensystemnetzwerke
Neben der Mglichkeit der Losgr
enharmonisierung im operativen Bereich die
im folgenden Abschnitt behandelt werden wird beein	u
t die Gestaltung der
Fertigungsstrukturen die Variabilitt von Zwischenankunfts und Bedienzeiten
erheblich
Der Schwerpunkt des QNA liegt auf der Berechnung der Variabilitt die durch
Bedienprozesse Verzweigungen und Zusammenfhrungen erzeugt wird Aus den
Formeln des QNA knnen folgende Schlsse gezogen werden
	 Falls eine Maschine viele verschiedene Nachfolger hat fhrt dies dazu da

die Variabilitt der Ankunftsprozesse der Nachfolger gegen  strebt selbst
wenn der Bedienproze
 der Maschine getaktet ist siehe Abbildung 
Wird zB eine Werkstattfertigung mit einer Waschmaschine ausgestattet
die nach einigen Arbeitsschritten die notwendige Reinigung gemeinsam fr
alle Teile vornimmt so fhrt dies aufgrund der gro
en Zahl mglicher Nach
folger und der damit verbundenen kleinen Verzweigungswahrscheinlichkeit
in den partiellen Flu 
ij
zu einem dieser Nachfolger dazu da
 die Va
riabilitt c

ij
in diesem partiellen Flu
 ungnstig beein	u
t wird falls die
Variabilitt der Bearbeitungszeiten deutlich kleiner als  ist
	 Der Abgangsproze
 einer Maschine mit niedriger Variabilitt der Bedien
zeiten hat eine geringe Variabilitt wenn die Maschine
	 hoch ausgelastet ist    oder
	 einen Ankunftsproze
 niedriger Variabilitt besitzt
Aus diesem Grund knnen auf das Gesamtsystem bezogen Verbesserungen
erreicht werden wenn Ma
nahmen zur Verstetigung der Bedienzeit getrof
fen werden selbst wenn dadurch die Auslastung der Maschine erhht wird
Beispiele fr solche Ma
nahmen sind Vorbeugende Instandhaltung oder
standardisierte vorbereitete Umrstungsablufe
In Abschnitt  wurde darberhinaus deutlich da
 die Reduzierung der Fer
tigungsunterbrechungen durch Strungen sowie die Begrenzung der Ausfallzeit
dauern ebenfalls einen wesentlich strkeren Eekt hat als alleine aus der Be
trachtung der Auswirkungen auf die Auslastung geschlossen werden kann
  Optimierung der Losgr	en in Werkstattfertigungen
Optimierungsverfahren
In Fortsetzung der berlegungen in Abschnitt  ist eine bertragung der
Vorgehensweise auf vernetzte Werkstattfertigungen mglich

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
Der mittlereGesamtbestand einerWerkstattfertigung kann mit Hilfe eines oenen
Bediensystemnetzwerkes abgeschtzt werden Sowohl die Methode von Khn sie
he   wie auch QNA schneiden die einzelnen Bediensysteme frei und behandeln
die Maschinen und Maschinengruppen als GjGj  bzw GjGjmBediensysteme
Die Betrachtung von Verzweigungen und Zusammenfhrungen in Abschnitt 
hat gezeigt da
 die Variabilitt der Zwischenankunftszeiten bei starker Vernet
zung in der Gr
enordnung von  also in der Nhe der Variabilitt von Expo
nentialverteilungen liegt
Deshalb bietet es sich an den Material	u
 eines Fertigungssystems mit mehreren
Maschinen als Kumulation unabhngiger M jGj  bzw M jGjmBediensysteme
zu betrachten Unter Nutzung dieser Annahme knnen die Ergebnisse aus Ab
schnitt  weiterverwendet werden
Die Losgr
en l
h
fr die Produkte h        P seien auf allen Maschinen
i       M gleich und werden zu einem Losgr
envektor l  l

 l

     l
P

T
zusammengefa
t Die Stckbearbeitungszeiten t
bih
und die Rstzeiten t
rih
kn
nen produkt und maschinenbezogen verschieden sein Aus dieser Modellierung
resultieren M Teilmodelle mit Kosten K
i
 K
li
 K
ri
und K
fi
aus denen die Ge
samtkosten fr einen gegebenen Losgr
envektor l durch
K 
M
X
i 
K
i

durch Summation erhalten werden
Unterstellt man die Konvexitt der einzelnen Kostenverlufe so ist die Gesamt
kostenfunktion als Summe konvexer Funktionen ebenfalls konvex Sie l
t sich fr
zwei Produkte graphisch in einem dreidimensionalen Gebilde darstellen Fr ein
Beispiel mit drei Maschinen und zwei Produkten ist ein Teil des Lsungsraumes
in Abbildung  dargestellt
Wie in Abschnitt  wurde fr die Durchfhrung der Optimierung das Gradi
entenverfahren verwendet was zu den in Abbildung  dargestellten Suchweg
fhrte
Der Vorzug dieser Vorgehensweise liegt in der stark vereinfachten Berechnung der
Eingangsgr
en fr die Bestimmungder KostenkomponenteK
fi
 Aufgrund der in
der Modellierung unterstellten gegenseitigen Unabhngigkeit der Bediensysteme
und damit ihrer Ankunftsprozesse wre auch eine parallelisierte Durchfhrung
dieser Berechnung mglich Da die Bestimmung der Kosten K
fi
den zeitauf
wendigsten Teil des Optimierungsverfahrens darstellt wrde daraus eine weitere
Geschwindigkeitssteigerung resultieren
Die Durchfhrung der Optimierung mit Hilfe des Gradientenverfahrens fr Pro
bleme mit ca  verschiedenen Produkten und  Maschinen ist jedoch auch
auf einem PC in Zeiten unterhalb von einer Minute durchfhrbar deshalb ist eine

 Bediensystemnetzwerke

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Abbildung  Verlauf der Kostenfunktionen K bei Fertigung auf drei Maschi
nen und Variation der Losgr
en l

und l

fr zwei Produkte
nach Greiling  
Parallelisierung nur bei deutlich gr
eren Problemstellungen sinnvoll
Am Institut fr Frdertechnik und Logistiksysteme IFL der Universitt Karls
ruhe wurde auch untersucht welche Einbu
en in Bezug auf die Lsungsqualitt
bei dem stark vereinfachten Modell auf M jGj Basis im Vergleich zu einer Opti
mierung mit Hilfe des QNA von Whitt zu verzeichnen sind
Hierfr wurde die Implementierung des QNA im Rahmen des Programmpake
tes PEPSY siehe   in Verbindung mit einem bergeordneten am IFL im
plementierten Gradientenverfahren genutzt Die mit beiden Optimierungsmetho
den erzielten Ergebnisse wurden anschlie
end mit Hilfe eines Simulationsmodells

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
miteinander verglichen siehe Greiling in   Dabei konnte nicht festgestellt
werden da
 mit Hilfe der aufwendigeren Modellierung unter Bercksichtigung
der Zwischenabgangs und ankunftszeiten ein systematisch besseres Ergebnis zu
erzielen ist
Einsatz in der Praxis
Der Einsatz der Optimierungsmethode wurde in Kooperation mit einem Un
ternehmen versuchsweise zur Optimierung der Losgr
en in einer Gangrder
Fertigung fr Nutzfahrzeuggetriebe eingesetzt Zum Zeitpunkt der Durchfhrung
der Optimierung wurden  verschiedene Produkte auf  verschiedenen Ma
schinen hergestellt Die abzubildenden Arbeitsplne enthielten bis zu  Produk
tionsschritte im Durchschnitt waren  Arbeitsschritte fr den Durchlauf eines
Produktes durch das Fertigungssegment notwendig
Die Fertigung der Produkte erfolgt im untersuchten Fertigungsabschnitt pro
grammbezogen weshalb eine Zusammenfassung der Produktionsmengen zu Losen
sinnvoll ist Vor der Einfhrung des bedientheoretischen Optimierung erfolgte
die Losgr
enbestimmung aufgrund eines an der ersten Bearbeitungsmaschine
ausgerichteten Andler%schen Losgr
enmodells Aus der Anwendung dieses Los
gr
enmodells resultieren erhebliche Schwankungen in den Losgr
en und Bear
beitungszeiten so da
 wie mit Hilfe einer Istaufnahme festgestellt wurde die
Variabilitten der Bearbeitungszeiten an einigen Maschinen deutlich ber dem
Wert  lagen
Die Losgr
enoptimierung erfolgt im Rahmen einer rollierenden Planung Hierzu
werden aus der Programmplanung Horizont bis zu einem Jahr die zu fertigen
den Mengen und aus den Arbeitsplnen die bentigten Ressourcen Stck und
Rstzeiten entnommen
Die Daten der Fertigungsstruktur zu denen ua die Anzahl der Maschinen pro
Ressourcengruppe Verfgbarkeiten und Standzeiten der Werkzeuge gehren wer
den manuell erfa
t und da es sich um selten ndernde Daten handelt manuell
gep	egt
Wie im vorhergehenden Abschnitt dargestellt werden die Daten aus Produkti
onsprogramm Stcklisten und Fertigungsstruktur zu einem bedientheoretischen
Modell verdichtet Fr die Losgr
en die als Ergebnis des Verfahrens zu bestim
men sind mu
 eine gltige Startlsung vorgegeben werden die sicherstellt da

die Auslastung 
i
an keinem der Bediensysteme gr
er als  ist
Die Optimierung auf der Basis des bedientheoretischen Modells mit Hilfe der
Gradientenmethode wird durch das SoftwarePaket KOLA Kostenoptimierende
Losgr
enanalyse durchgefhrt und hat als Ergebnis einen Losgr
envektor
Nicht alle Gegebenheiten der abgebildeten Gangrderfertigung konnten mit Hilfe
des bedientheoretischen Modells abgebildetet werden Die wichtigsten Aspekte

 Bediensystemnetzwerke
die im bedientheoretischen Modell vereinfacht abgebildet werden sind
Rstzeiten Die Rstzeiten an den Maschinen in der Fertigung knnen reihen
folgeabhngig sein Gehren zwei Produkte zur gleichen Produktfamilie da
sie gemeinsame geometrische Eigenschaften besitzen so kann die Rstzeit
von einem Produkt der Produktfamilie zu einem anderen Produkt aus der
Produktfamilie krzer sein als wenn die Maschine fr ein Produkt aus einer
anderen Produktfamilie gerstet werden mu

Fr das bedientheoretische Modell wurden mittlere Rstzeiten ermittelt
die unabhngig von der tatschlichen Reihenfolge der Lose zur Bearbei
tungszeit eines Loses hinzuaddiert werden Hierdurch ist zumindest eine
gute Abbildung der Maschinenauslastung gewhrleistet
Werkzeugtausch Bei einigen der Maschinen mu
 whrend der Bearbeitung des
Loses das Bearbeitungswerkzeug ausgetauscht werden da die Standzeit des
Werkzeuges bei der zu erzielenden Qualitt krzer als die Losbearbeitungs
zeit ist Dieser zustzliche Zeitbedarf mu
 ebenfalls ber eine Istaufnahme
ermittelt und zur Losbearbeitungszeit hinzuaddiert werden
berlappende Fertigung Da die Bearbeitungszeiten der Lose insbesondere vor
der Anwendung der bedientheoretischen Optimierung sehr gro
 sein kn
nen werden die ersten Teile eines Loses bereits zur Bearbeitungsmaschine
fr den nchsten Bearbeitungsschritt weitergeleitet bevor die letzten Teile
an der Vorgngermaschine bearbeitet sind
Aus dieser berlappenden Fertigung kann das sogenannte Lossplitting re
sultieren wenn die Teillose nicht mehr zusammengefhrt werden Mit Hilfe
des Lossplittings knnen Durchlaufzeitreduzierungen erreicht werden aller
dings mu
 eine Erhhung der Rstvorgnge in Kauf genommen werden
wenn es nicht gelingt die an einer Maschine getrennten Teile eines Loses
wieder zusammenzufhren
Reihenfolgeplanung Die Reihenfolgeplanung an den Bearbeitungsmaschinen wird
vor Ort durch die Meister und Einrichter vorgenommen Grundstzlich wird
nach FCFS vorgegangen knappe Produkte knnen jedoch vorgezogen wer
den Die Priorisierung knapper Produkte kann so weit gehen da
 die Fer
tigung des laufenden Loses unterbrochen wird um ein Produkt mit drin
gendem Bedarf zu fertigen
Auch auf dieses Weise kommt es zu dem bereits beschriebenen Lossplitting
Weiterhin knnen Werker aus verschiedenen Grnden zB Verfgbarkeit
von Werkzeugen Material und Hilfsstoen von der geplanten Reihenfolge
abweichen

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
Beim praktischen Einsatz bedientheoretischer Optimierungsverfahrenmu
 sicher
gestellt werden da
 die erzielten Ergebnisse auch tatschlich zu Verbesserungen
imAblauf fhren Da das fr die Optimierung verwendete bedientheoretischeMo
dell der Fertigung ein vereinfachtes Abbild der realen Fertigung darstellt wird der
praktische Einsatz des Verfahrens in validierende Simulationsexperimente einge
bettet siehe auch Drrsam Furmans und Greiling  und Drrsam und Fur
mans   die es ermglichen Lossplittung und Werkzeugtausch detaillierter
abzubilden
Der Gesamtablauf der monatlichen berprfung der Losgr
en wird in den in
Abbildung  dargestellten Schritten durchgefhrt
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Abbildung  Ablauf des Praxiseinsatzes der Losgr
enoptimierung
 Abfrage der aktuellen Mengenplanung und Arbeitsplanung aus den PPS
Systemen
 berprfung und ggfs berarbeitung der Fertigungsstrukturbeschreibung
 Computergesttze Erstellung des Simulationsmodells
 Durchfhrung der Referenzsimulation und Ergebnisauswertung mit bishe
rigen Losgr
en

 Bediensystemnetzwerke
 berprfung der Ergebnisse durch Produktionsplaner und Meister
 Computergesttzte Erstellung des Optimierungsmodells
 Durchfhrung des Optimierungslaufes
 bertragung der Losgr
en in das Simulationsmodell und Durchfhrung
des Simulationsexperimentes mit anschlie
ender Ergebnisauswertung
 berprfung und Freigabe der Ergebnisse durch Produktionsplaner und
Meister
Trotz der starken Vereinfachungen konnten mit Hilfe der Ergebnisse des vor
geschlagenen Optimierungsverfahrens die Durchlaufzeiten und damit auch der
Umlaufbestand um  # gegenber dem vorherigen Betriebszustand reduziert
werden Damit einher gingen weitere positive Eekte wie zB 
	 Niedrigere Varianz der Durchlaufzeiten da die erreichten Durchlaufzeiten
zustzliche manuelle Eingrie und Priorisierungen sowie Lossplitting ber
	ssig machten
	 Das Ergebnis des Optimierungsverfahrens war ein Losgr
envektor der im
Vergleich zu den vorher verwendeten Startlosgr
en zu erhhtem Rstauf
wand gefhrt htte Durch den Wegfall der zuvor vorgenommenen unge
planten Rstvorgnge erhhte sich der Rstaufwand insgesamt jedoch nicht
so da
 in der Summe eine Kostenreduzierung in der Fertigung durch Verrin
gerung der Bestandskosten der zur Zwischenlagerung notwendigen Flche
und des verringerten Suchaufwandes erreicht wurde
Das Ergebnis des Piloteinsatzes fhrte dazu da
 auch benachbarte Fertigungs
bereiche in die Optimierung miteinbezogen wurden
Der Vorteil des bedientheoretischen Ansatzes liegt darin da
 der Datenbedarf
aus den vorhandenen Produktionsplanungssystemen und vertretbarem manuel
lemZusatzaufwand gedeckt werden kann Die Optimierungsergebnisse sind robust
gegenber Abweichungen von den Planungsdaten Aus diesem Grund gengt in
diesem Anwendungsfall eine monatliche berpfung der Losgr
en Die daraus
resultierende Stabilitt der ermittelten Losgr
en macht es mglich die berech
neten Losgr
en auch fr die Beschaung zu verwenden

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
 Weitere Anwendungsbereiche
Modellierung von Halbleiterfertigungen
Ein bedientheoretischer Analysemethoden werden hug zur Modellierung Ana
lyse und Optimierung von Halbleiterfertigungen eingesetzt da Halbleiterfertigun
gen sehr viele Proze
schritte umfassen und der Ein	u
 stochastischer Gr
en sehr
hoch ist Eine detaillierte Planung von Halbleiterfertigungseinrichtungen ist hu
g erst sehr spt mglich da die Produkt und Produktionsentwicklung parallel
verlaufen und viele Dimensionierungsaufgaben aufgrund von Datenabschtzun
gen vorgenommen werden mssen
Weiterhin sind Kenntnisse ber bedientheoretische Modelle in der Computer
branche aufgrund des erfolgreichen Einsatzes bei der Modellierung von Betriebs
systemen und Netzwerken weit verbreitet was die Akzeptanz fr den Einsatz
dieser Modelle im Planungsproze
 erhht Vor diesem Hintergrund wurde zB
von Whitt die in Abschnitt  vorgestellte QNA entwickelt
Im wesentlichen auf den gleichen Grundlagen beruht das von Connors et al sie
he   um die Bercksichtigung von Strereignissen verfeinerte Modell  Die
ses Modell liegt auch dem kombinierten Simulations und bedientheoretischen
AnalyseWerkzeug Factory Explorer zugrunde das auch im Rahmen des in Ab
schnitt  dargestellten Einsatzes fr die Simulationsexperimente herangezogen
wurde
Flexible Fertigungssysteme
Ein weiterer Anwendungsbereich fr den bedientheoretische Modelle verstrkt
entwickelt wurden ist die Leistungsbewertung von Planungsalternativen in der
Planungsphase von 	exiblen Fertigungssystemen Einen berblick hierber gibt
die Monographie von Tempelmeier und Kuhn   Im Mittelpunkt der bedien
theoretischen Modelle stehen hier geschlossene Netzwerke mit exponentialverteil
ten Bedienzeiten wie sie in Abschnitt  behandelt wurden Das Grundmodell
wird dabei unter anderem um die Behandlung von Blockierungszustnden Ma
schinenausfllen und mangelnder Materialverfgbarkeit ergnzt Hierfr knnen
hug die besonderen Strukturen der bergangsmatrix eines 	exiblen Fertigungs
system genutzt werden siehe auch  
Die Gte der Ergebnisse wird mit entsprechenden Simulationsexperimenten nach
gewiesen Suri hat in  mit Hilfe der operationellen Analyse gezeigt da
 Mit
telwerte fr Durchlaufzeiten und Wartezeiten die mit Hilfe geschlossener Be
diensystemnetzwerke unter der Annahme von exponentialverteilten Bedienzeiten
berechnet wurden gegen Verletzung der Verteilungsannahme robust sind wes
halb die Verfeinerung bezglich der Verteilungsannahmen bei geschlossenen Be
diensystemnetzwerken zB durch den Einsatz des Verfahrens von Marie nur in

 Bediensystemnetzwerke
beschrnktem Zugewinn an Genauigkeit resultiert
Zur Dimensionierung und Konguration von Material	u
puern siehe Furmans
in  und   werden Wahrscheinlichkeiten fr die Zahl der Kunden in einem
Pue bentigt Fr Zustandswahrscheinlichkeiten gelten die von Suri nachge
wiesenen Robustheitseigenschaften nicht so da
 eine Puerplatzbestimmung fr
geschlossene Bediensystemnetzwerke auf dem geeigneten mehrphasigen Bedien
zeitmodellen und dem Verfahren von Marie basieren mu

Eine einfache Steuerungsstrategie CONWIP
Die explizite Abbildung von Steuerungsstrategien wurden bei den bisher vorge
stellten Modellen au
er acht gelassen Eine implizite Modellierung der CONWIP
Steuerung ist mit Hilfe von geschlossenen Bediensystemen mglich
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Abbildung  Fertigungssystem mit CONWIPSteuerung a und quivalentes
geschlossenes Bediensystemnetzwerk b

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
CONWIP steht fr 'constant work in progress also fr eine Steuerungsstrategie
die gleichbleibende Umlaufbestnde sicherstellt Dies wird dadurch erreicht da

die Arbeit an einem neuen Los erst dann beginnt wenn ein anderes Los die
Fertigung nach Abschlu
 des letzten Bearbeitungsschrittes verlassen hat
Physisch handelt es sich bei dem zu modellierenden Fertigungssystem um ein
oenes System logisch wird das System durch die Bedingung da
 ein neuer
Auftrag nur dann in das System gelangen darf wenn ein bereits begonnener
Auftrag abgeschlossen ist zu einem geschlossenen System
Durch Abbildung des Fertigungssystems mit Hilfe eines geschlossenen Bediensy
stemnetzwerkes bei dem die Zahl der Kunden der konstanten Zahl im System
bendlicher Auftrge entspricht wird die Einhaltung des vorgegebenen Umlauf
bestandes sichergestellt Der Abschlu
 der Bearbeitung eines innerhalb der Ferti
gung bendlichen Auftrages fhrt zum Start eines neuen Auftrages an einer der
erstbearbeitenden Maschinen und entspricht damit dem Durchlaufen des Zhl
knotens z im geschlossenen Bediensystemnetzwerk siehe auch Abbildung 
Die Parametrierung zueinander quivalenter oener und geschlossener Bediensy
stemnetzwerke wird von Whitt in  vertieft behandelt
Eine aufwendigere Steuerungsstrategie Kanban
KanbanSysteme verknpfen den Flu
 von Nachfrageinformationenmit der Steue
rung des Material	usses Ihre formale Regelung erlaubt eine Abbildung und Un
tersuchung mit Hilfe bedientheoretischer Modelle In Abbildung  ist der ein
fachste Fall eines Kanbansystemes dargestellt
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Abbildung  Einstuges KanbanSystem
Innerhalb des Systems luft eine begrenzte Zahl von Kanbans um Sie werden
zu Beginn der Produktion zusammen mit Vorprodukten in den Warteraum des
Bediensystem gebracht In der Bedienstation werden die Vorprodukte bearbeitet

 Bediensystemnetzwerke
und gehen mit den Kanbans in den dem Bediensystem nachgelagerten Ausgangs
puer ber
Vorprodukte stehen stndig zur Verfgung Die Kanbans stellen jedoch eine Pro
duktionsberechtigung dar Stehen am Systemeingang keine freien Kanbans mehr
zur Verfgung so knnen keine Vorprodukte entnommen und bearbeitet werden
dh die Kapazitt der Bedienstation liegt brach
Trit eine Nachfrage ein so wird diese sofort erfllt wenn im Ausgangspuer ein
Bestand vorhanden ist Das Produkt verl
t als befriedigte Nachfrage das System
und der Kanban wird freigesetzt Der freigesetzte Kanban geht zusammen mit
einem neu bezogenen Vorprodukt in das Bediensystem ber
Ist im Ausgangspuer kein Bestand vorhanden so geht die Nachfrage nicht ver
loren sondern wartet im Nachfragepuer in nach der FCFSRegel auf ein Fer
tigprodukt Trit dieses ein wird ebenfalls der Kanban zurckgeleitet und die
befriedigte Nachfrage verl
t das System
Das Bediensystem ist um eine Synchronisationsstation erweitert worden die die
Eigenschaft besitzt da
 an ihr entweder Fertigprodukte mit Kanbans oder unbe
friedigte Nachfragen warten
Fr die Analyse eines Kanbangesteuerten Fertigungssystems schlagen Dallery
und DiMascolo siehe zB      eine Erweiterung des Verfahrens von
Marie vor Die Grundprinzipien der Vorgehensweise sollen an einem einstugen
Kanbangesteuerten Fertigung dargestellt werden
Das Basismodell von Dallery und Di Mascolo hat folgende Voraussetzungen
	 Es gibt einen Produkttyp
	 Es bendet sich eine konstante Zahl K Kanbans im System
	 Jeder Kanban ist entweder mit genau einem Teil oder einem Behlter mit
einheitlicher Menge verbunden
	 Kanbans kehren sofort nach Freiwerden am Synchronisationsknoten zum
Eingang zurck
	 Die Fertigung erfolgt in sequentiellen Stufen
	 Jede Fertigungsstufe wird als ein Bediensystem abgebildet
	 Vorprodukte sind unbegrenzt vorhanden
	 Jede nicht sofort befriedigte Nachfrage wird gespeichert
	 Die Zwischenankunftszeit der Nachfrage ist exponentialverteilt mit Rate 
D


 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
	 Die Bedienzeiten knnen mit Phasenverteilungen abgebildet werden
Unter diesen Voraussetzungen ist nachstehend beschriebene Vorgehensweise zur
Kennwertberechnung mglich
Der maximale Durchsatz des Systems wird dann erreicht wenn der Nachfrage
puer stndig besetzt ist Der Durchsatz fr dieses  gesttigte System kann als
Maximaldurchsatz des geschlossenen Bediensystemnetzwerkes bei kurzgeschlos
sener Synchronisationsstation ermittelt werden
 Bildung eines quivalenten Bediensystemnetzwerkes An Stelle des Synchro
nisationsknotens tritt eine Bediensystem welches in der Folge ebenfalls mit
lastabhngigen Bedien und Ankunftsraten analysiert wird
 Die Bearbeitungsstationen werden in der MikroSicht als kjCnj Bediensysteme
abgebildet und analysiert
 Fr den Synchronisationsknoten in obigem Beispiel j werden durch Ana
lyse seines Markovprozesses Zustandswahrscheinlichkeiten und die daraus
resultierenden lastabhngigen Bedienraten k ermittelt
Wird der Synchronisationsknoten j als Einzelknoten betrachtet so ist sein
Zustand durch einen Vektor

k
j
beschreibbar Das erste Element k
j
des
Vektors beschreibt die Zahl der Fertigprodukte im Synchronisationsknoten
das zweite Element k
j
die Anzahl wartender Nachfragen k
j
und k
j
knnen nicht gleichzeitig gr
er als Null sein siehe Abbildung 
Die zustandsabhngigen Bedienraten des Synchronisationsknoten werden
mit nachstehenden Ausdrcken bestimmt
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 Mit den aus der Analyse des Synchronisationsknoten erzielten Ergebnissen
k kann eine erneute Kennwertberechnung fr das Gesamtsystem durch
gefhrt werden bis Konvergenz eintritt
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 Bediensystemnetzwerke
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Abbildung  Zustandsraum des Synchronisationsknotens
Der Grenzdurchsatzs eines Kanbangesteuerten Material	u
systems wird erreicht
wenn jedes Fertigprodukt sofort auf eine Nachfrage trit so da
 der assoziierte
Kanban umgehend mit neuem Rohmaterial zum Beginn der Fertigung zurck
kehrt In diesem Fall fhrt der Synchronisationsknoten zu keiner Verzgerung
des KanbanUmlaufes
Zur Ermittlung des Grenzdurchsatzes wird deshalb der Synchronisationsknoten
kurzgeschlossen Anschlie
end erfolgt eine Berechnung des Sttigungsdurchsatzes
mit Hilfe der fr geschlossene Bediensysteme beschriebenen Vorgehensweise und
Ausdruck 
Fr ein einstuges System knnen unter der Annahme exponentialverteilter Zwi
schenankunftszeiten der Nachfrage die nachfolgend angegebenen Kennwerte mit
geschlossenen Ausdrcken berechnet werden
Durchschnittlicher Fertigungsbestand Mittelwert der Zahl von Kunden in
den Bediensystemen und im Puer fr Fertigprodukte der Synchronisa
tionsstation
Anteil nicht sofort befriedigter Nachfragen Da wegen der exponentialverteil

 Modellierung von Produktionssystemen mit bedientheoretischen Modellen
ten Zwischenankunftszeiten das PASTATheorem zur Anwendung siehe
Abschnitt   Herleitung siehe Wol  Seite   gilt ist der Anteil
nicht sofort befriedigter Nachfrage p
B
identisch mit der Wahrscheinlichkeit
den Puer fr Fertigprodukte zu einem beliebigen Zeitpunkt leer anzutref
fen
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Ein Erweiterung der vorstehend beschriebenen Vorgehensweise auf die Modellie
rung von mehrstugen Kanban Systemen mit mehreren Produkten durch Duri
Dallery und DiMascolo ist in  zu nden eine Anpassung auf sogenannte Ba
se stock Systeme in   Ein Vergleich zwischen Kanban und CONWIPSystem
ndet sich bei  
Shantikumar und Buzacott stellen in   S   das PACModell vor mit
dem verschiedene Modelle der Verknpfung von Informations und Material	u

abgebildet werden knnen Fr Kanban und Basestock Systeme sind diese Mo
delle mit denen von Dallery Di Mascolo und Frein so zu vergleichen wobei
mit letztgenannten Anstzen Kennwerte fr einen gr
eren Anwendungsbereich
berechnen werden knnen

 Bediensystemnetzwerke

 Zusammenfassung und
Ausblick
Die in den Kapiteln  und  beschriebenen Modelle und Berechnungsverfahren
bilden eine Grundlage fr die weitere Beschftigung mit bedientheoretischen Mo
dellen und deren Anwendung bei der Analyse und Planung von Material	u
sy
stemen
Ausgangspunkt ist die Operationellen Analyse die ausgehend von der Beob
achtung eines Bediensystems ber einen begrenzten Zeitraum Aussagen ber
Leistungskenngr
en ermglicht Die Operationelle Analyse kann bei der Aus
wertung von Simulationsexperimenten und von Beobachtungen realer Systeme
genutzt werden um die Beobachtungsdaten denjenigen Ergebnissen gegenber
zustellen die mit quivalenten stochastischen Modellen ermittelt wurden
Fr die Vorhersage von Leistungsdaten sind die Anstze der operationellen Analy
se jedoch nur eingeschrnkt geeignet weshalb nachfolgend stochastische Modelle
eingefhrt werden
Mit dem bergang auf das stochastische Basismodell des M jM j Bediensystem
in dem Bedien und Zwischenankunftszeiten ausschlie
lich durch Exponentialver
teilungen beschrieben werden ist es mglich sowohl Zustandswahrscheinlichkei
ten als auch Mittelwerte von Leistungskenngr
en des Systems zu bestimmen Es
zeigt sich da
 die Annahme exponentialverteilter Bedien und Zwischenankunfts
zeiten zu den gleichen Ergebnissen fhrt wie die Annahme zustandsunabhngiger
Ankunfts und Bedienraten bei der operationellen Analyse Insbesondere die Be
dienzeiten einzelner Bausteine von Material	u
systemen knnen jedoch selten
mit Hilfe von Exponentialverteilungen beschrieben werden
Eine genauere Abbildung praxisrelevanter Bedienzeitverteilungen ist mit Hilfe
der Phasenverteilungen mglich die durch Kombination mehrerer Exponential
verteilungen entstehen Neben der Erlangverteilung wurde die CoxVerteilung
vorgestellt da diese fr die Darstellung nichtexponentialverteilter Bedienzeiten
in geschlossenen Netzwerken von Bedeutung ist
Soll die Bedienzeit eines Material	u
elementes lediglich mit Mittelwert und Va
rianz beschrieben werden so knnen Modelle von M jGj Bediensystemen ein

	 Zusammenfassung und Ausblick
gesetzt werden Es wurde gezeigt da
 fr diese Modelle die Mittelwerte von
Leistungskenngr
en wie Wartezeit und mittlere Anzahl von Kunden im Bedien
system exakt bestimmt werden knnen Damit sind die ersten Ergebnisse erzielt
die zur Analyse von Material	u
elementen genutzt werden knnen
Littles Gesetz erlaubt es einen Zusammenhang zwischen Verweilzeit eines Kun
den im System der Anzahl von Kunden im System und der Ankunftsrate herzu
stellen
Die durch Littles Gesetz beschriebenen Zusammenhnge gelten jedoch nicht nur
fr M jGj Bediensysteme sondern haben fr fast alle bedientheoretischen Mo
delle Geltung die zur Abbildung von Material	u
systemen verwendet werden
Die Bedeutung der M jGj Bediensysteme und von Littles Gesetz wird durch die
Anwendung des Modells auf Fragestellungen der Losgr
enplanung gezeigt
Aufbauend auf denM jGj Bediensystemen knnen die Auswirkungen von Priori
tten auf verschiedene Kundenklassen untersucht werden Mit M jGj Prioritts
systemen knnen Zusammenfhrungselemente mit verschiedenen Vorfahrtsstra
tegien und Strungen abgebildet und untersucht werden
Fr Mehrkanalsysteme mit generellen Bedienzeiten sowie fr Ein und Mehrka
nalbediensysteme bei denen Zwischenankunfts und Bedienzeiten nur mit Hilfe
von Mittelwert und Varianz beschrieben sind knnen lediglich Nherungswerte
und Obergrenzen angegeben werden Diese bilden den Abschlu
 des Kapitels 
Aufbauend auf den Modellen fr Einzelbediensysteme werden in Kapitel  die
Grundlagen fr die Untersuchung von Bediensystemnetzwerken gelegt Sowohl
oene als auch geschlossene Bediensystemnetzwerke werden modelliert Bei bei
den Klassen von Netzwerken steht die Betrachtung von Netzwerken am Anfang
deren Bedienzeiten und fr oene Netzwerke Zwischenankunftszeiten Exponen
tialverteilungen gehorchen
Fr diese Netzwerke wird die Bedeutung der Gltigkeitsbereich und der Aufbau
der Produktformlsungen dargestellt Whrend fr oene Bediensystemnetzwer
ke die direkte Berechnung von Leistungskenngr
en fr das Gesamtsystem und
die Einzelbediensysteme durch Dekomposition mglich ist ist die Produktforml
sung fr die Kennwertberechnung fr geschlossene Bediensystemnetzwerke schon
bei kleinen Problemgr
en nicht mehr einsetzbar Reprsentativ fr die Gruppe
der ezienteren Berechnungsverfahren fr geschlossene Bediensystemnetzwerke
wird die Mittelwertanalyse vorgestellt
Fr oene Bediensysteme deren Bedien und Zwischenankunftszeiten mit Mit
telwert und Varianz beschrieben werden wird das Berechnungsverfahren QNA
dargestellt Durch eine Approximation der gegebenen Punktprozesse durch Er
neuerungsprozesse und Lsung von Gleichungssystemen fr Flsse und Variabi
litten wird eine Approximation der Kennwerte berechnet
Fr geschlossene Netzwerke werden aufbauend auf der Mittelwertanalyse die Aus

wirkungen von Bedienzeiten die von der Exponentialverteilung abweichen durch
zwei Nherungsverfahren abgeschtzt
Das einfache Verfahren der Antwortzeiterhaltung wird zuerst erlutert nach Dis
kussion der Schwachpunkte des Nherungsverfahrens wird als aufwendigere aber
auch genauere Approximation das Verfahren von Marie dargstellt Dieses Ver
fahren bercksichtigt zustandsabhngige Ankunftsraten und verwendet dazu die
bereits im Kapitel  eingefhrten Bediensysteme mit CoxVerteilungen und zu
standsabhngigen Ankunftsraten
Zum Abschlu
 des Kapitels  werden die Anstze zur Losgr
enoptimierung fr
M jGj Bediensysteme auf Bediensystemnetzwerke bertragen
Die vorgestellten bedientheoretischen Modelle und Methoden bilden nur einen
kleinen Ausschnitt aus der Vielzahl verentlichter Modelle und Berechnungs
verfahren ab Sie bilden jedoch eine Grundlage um Material	u
systeme in ihren
Grundzgen abbilden zu knnen Weiterhin knnen auf ihnen aufbauende Mo
delle fr speziellere Fragestellungen verstanden und eingeordnet werden
Die Anwendbarkeit der vorgestellten Methoden ist hug durch die mit ihnen
erzielbare Genauigkeit der quantitativen Aussagen gegeben Die Berechnung von
Zustandswahrscheinlichkeiten ist oft durch restriktive Annahmen hinsichtlich der
Verteilung von Bedien und Zwischenankunftszeiten eingeschrnkt
Allen vorgestellten Modellen gemeinsam ist die Anmnahme da
 die Zeit kontinu
ierlich abgebildet wird dh Zeiten knnen mit Ausnahme von DiracVerteilungen
grundszlich jeden realen Wert annehmen
Mit Hilfe von zeitdiskreten Modellen wie sie bei TranGia in  eingefhrt wer
den knnen neben Mittelwerten auch Verteilungen von Kenngr
en bestimmt
werden Die Anwendung von zeitdiskreten Berechnungsverfahren auf Bediensy
stemnetzwerke zur Modellierung von Material	u
systemen ist bis heute die Aus
nahme
Fr die Material	u
planung wichtig ist die Mglichkeit mit Hilfe zeitdiskreter
Modelle die Verteilung der Anzahl Kunden im System oder die Verteilung der
Wartezeiten zu ermitteln Mit diesen Angaben knnen Puer in Material	u
sy
stemen dimensioniert werden
Ein Beispiel hierfr zeigt die Modellierung von Montagelinien mit Hilfe zeitdis
kreter Verfahren durch den Autor in  und die Abbildung von Material	u
puf
ferkongurationen durch Furmans und Zillus in  
Aufgrund des vorhandenen gro
en Potentials zeitdiskreter bedientheoretischer
Modelle knnen in der Anwendung dieser Verfahren auf Fragestellungen des ma
terial	usses noch erhebliche Fortschritte erzielt werden Hierfr mu
 jedoch noch
die Brcke zwischen Theorie und Anwendung geschlagen werden
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Symbolverzeichnis
c
an
Variationskoezient des Ankunftsprozesses
c

an
Variabilitt des Ankunftsprozesses
c
ab
Variationskoezient des Abfertigungsprozesses
c

ab
Variabilitt des Abfertigungsprozesses
d
h
Nachfragemenge des Produktes h pro Periode
k Zustand  Anzahl Kunden in einem Bediensystem

k Zustandsvektor eines Bediensystemnetzwerkes
k
i
Anzahl Kunden am Bediensystem i eines Bediensystem
netzwerkes
k
f
Kostensatz fr Fertigungsbestandsabhngige Kosten eines Loses
k
l
Lagerkostensatz pro Los
k
r
Rstkostensatz
K Anzahl Kunden in einem geschlossenen Bediensystemnetzwerk
K
f
Summe aller vom Fertigungsbestand abhngigen Kosten
K
l
Summe aller Lagerkosten
K
r
Summe aller Rstkosten
l
h
Losgr
e des Produktes h
m Anzahl Bedienstationen eines Bediensystems
m
i
Anzahl Bedienstationen des Bediensystems i
M Anzahl Bediensysteme in einem Bediensystemnetzwerk
n Anzahl Phasen in mehrphasigen Verteilungen
N Mittlere Anzahl Kunden im Bediensystem
Nt Mittlere Anzahl Kunden im Bediensystem bis zum Zeitpunkt t
N Mittlere Anzahl Kunden im Bediensystem i
N
w
Mittlere Anzahl wartender Kunden am Bediensystem
p
h
Anteil der Lose des Produktes h an der Gesamtzahl vpn
Produktionslosen

Symbolverzeichnis
pk Wahrscheinlichkeit da
 sich das Bediensystemnetzwerk im Zu
stand k bendet
pk
i
 Wahrscheinlichkeit da
 sich das Bediensystem i im Zustand k
bendet
P Anzahl verschiedener Produkte
t
rh
Rstzeit fr Produkt h
t
bh
Stckbearbeitungszeit fr Produkt h
t
ani
Mittlere Zwischenankunftszeit an Bediensystem i im Kon
text von Bediensystemnetzwerken oder von Kunden der Prio
rittsklasse i im Kontext von Bediensystemnetzwerken mit
Prioritten
t
abi
Mittlere Bedienzeit an Bediensystem i im Kontext von Bedien
systemnetzwerken oder von Kunden der Priorittsklasse i im
Kontext von Bediensystemnetzwerken mit Prioritten
T
abn
Bedienzeit des nten Kunden
T
ann
Zwischenankunftszeit zwischen ntem Kunden und Kunde n  
T
dn
Zeit zwischen dem Abgang des Kunden n und dem Kunden n 
X
n
Dierenz zwischen hinzukommender und geleisteter Arbeit
Y
n
Dauer der Brachzeitperiode nach Abgang des Kunden n
y
i
Wahrscheinlichkeit fr eine Brachzeitperiode von i  t
inc

i
Ankunftsrate am Bediensystem i

i
k
i
 Ankunftsrate eines Bediensysteme im Zustand k

ij
Flu
 vom Bediensystem i zum Bediensystem j


Rate der externen Anknfte eines Bediensystemnetzwerkes

h
Ankunftsrate des Produktes h

i
Bedienrate des Bediensystems i

i
Auslastungsgrad des Bediensystems i

n
Ankunftszeitpunkt des Kunden n am Bediensystem
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